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Capitulo 1

Introduccion

La confiabilidad como &drea de estudio es relativamente reciente. Antes de 1940 la mayor
parte del trabajo relacionado con el control de calidad o los problemas de mantenimiento, no
concebian a la confiabilidad como un area de estudio.

La grandes cantidades de fallas que se presentaron en el equipo bélico, tales como equipo
de comunicacién, aviones, armamento, etcétera, durante la segunda guerra mundial, puso en
evidencia el bajo nivel de confiabilidad de los equipos. El desarrollo de la confiabilidad fue
un factor estratégico que debié impulsarse para lograr una ventaja militar. En esta época se
formaron distintos grupos de trabajo, principalmente por ingenieros y estadisticos, con el fin
de resolver problemas e impulsar el conocimiento de la confiabilidad.

Después de la segunda guerra mundial, la confiabilidad se fue aplicando paulatinamente
en la industria, concentrando las investigaciones en sectores como: plantas nucleo-eléctricas,
industria aereo-espacial, industria quimica y electrénica. Estos sectores fueron puntos de acu-
mulacion de la investigacion, debido a que son sectores donde las consecuencias de las fallas
tienen costos muy altos, tanto en vidas humanas como en dinero.

Dentro de las iniciativas de calidad que se han logrado a lo largo del tiempo, ultimamente
la confiabilidad es un tépico que se ha integrado, después del control estadistico de procesos y
el diseno de experimentos. Esta secuencia es natural, ya que la produccién de articulos de alta
confiabilidad presupone tener procesos controlados y mejorados, pues el proceso de produccion
es un factor determinante para alcanzar un alto nivel de confiabilidad. La globalizacién ha lle-
vado a los fabricantes a participar en un mercado donde hay un gran nimero de competidores,
siendo algunos de ellos, productores que han integrado un gran nivel de tecnologia en los pro-
ductos que ofrecen al consumidor. Por esto, la lucha por atraer y retener a los clientes, esto
es, la lucha por lograr la lealtad del cliente, ejerce una presiéon fuerte sobre los fabricantes
para crear productos con un alto nivel de confiabilidad. En algunos casos, incluso el desa-
rrollo de la confiabilidad va més alla de la venta del producto ya que puede considerarse de
gran interés la venta de servicicios en el area de confiabilidad, como es el caso en el que el
fabricante oferta programas de mantenimiento de los productos que entrega al cliente. De es-
ta manera, la confiabildad se convierte en un factor estratégico para el negocio de las empresas.

Para cualquier producto existe un ciclo de vida, el cual es la sucesién de etapas por la que
pasa, desde que es creado hasta que, después de funcionar por algiun tiempo, entra en una
etapa de desgaste y finalmente falla o se sustituye porque se considera que ya no satisface los
requerimientos del usuario.

En la etapa inical definimos los requerimientos que se tienen para el producto que se va
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a crear. Estos requerimientos se identifican previamente a través de estudios de mercado. En
la etapa de diseno se asignan al producto las caracteristicas deseables de calidad, siendo una
de ellas la confiabilidad. El diseno original se modifica en la etapa de desarrollo, con el fin de
lograr una mejora y hacer los cambios necesarios. Una vez que el diseno se congela, entramos
a la etapa de produccién, en donde conjuntamos los materiales y los procesos necesarios para
la fabricacion del producto. Posteriormente llegamos a la etapa de la venta del producto. Una
vez que este estd en las manos del usuario, empieza a trabajar en condiciones normales de
operacion que generalmente son variables. Por ejemplo las condiciones ambientales: tempera-
tura, humedad, etc. y las condiciones de uso: frecuencia, esfuerzo, etc. Finalmente, después
de algtin tiempo de operacién, el producto entra en un proceso de envejecimiento y en algin
momento se deshecha, debido a que deja de funcionar o resulta maés costoso repararlo que
sustituirlo.

No es exagerado decir que en todas las etapas del ciclo de vida de los productos podemos
aplicar diferentes herramientas de confiabilidad para elevar el nivel de confiabilidad paulati-
namente, desde la etapa de diseno hasta la etapa de produccién. En la etapa de diseno puede
usarse el Andlisis de Modo y Efecto de Falla (AMEF), el cual consiste en hacer un listado de
posibles modos de falla y sus consecuencias, cuantificando las probabilidades de los posibles
modos de falla y su severidad. Con esta informacién se evalia el riesgo y se determina cudl
es el modo de falla que tiene la mayor contribucién al riesgo y con esto sabemos cual mo-
do de falla corregir para mejorar la confiabilidad. Cabe hacer notar que este procedimiento
comunmente se lleva a cabo reuniendo en una sesion, tipo lluvia de ideas, a un grupo de per-
sonas que tienen conocimiento del equipo analizado o de equipos similares. En el caso de que
el equipo no se haya construido previamente, este es un tipo de analisis de confiabilidad virtual.

En las etapas de disenio y desarrollo se pueden hacer pruebas de vida acelerada para tener
estimaciones de la confiabilidad que se va logrando en las diferentes fases de estas etapas.
Aqui las pruebas se llevan a cabo con unidades prototipo que se construyen para ver cémo se
comporta el producto con el diseno propuesto. En la etapa de produccién es necesario hacer
pruebas de vida acelerada con el fin de conocer el impacto que tienen los materiales y los
procesos utilizados en la fabricacién. El estudio de confiabilidad que se hace en esta etapa o en
las anteriores, debe arrojar resultados en un tiempo breve, con el fin de hacer oportunamente
los cambios necesarios en el diseno o en el proceso, para elevar la confiabilidad.

Cuando investigamos la confiabilidad de una unidad, con frecuencia esa unidad es un sis-
tema formado por varios componentes o subsistemas, por lo cual, se tienen varios modos de
falla que se pueden distinguir. Cuando registramos el tiempo de falla de una unidad sin consi-
derar cual modo de falla es el causante, el anélisis estadistico de los datos no presenta mayores
complicaciones. En cambio, cuando observamos el proceso de falla con el enfoque de modos de
falla, esto es, registramos para cada unidad el tiempo en el cual se presento la falla y ademés el
modo de falla causante de la interrupcién del funcionamiento, el analisis de los datos presenta
varias dificultades.

En el momento en que son considerados los diferentes modos de falla que se encuentran
en un componente o sistema determinado, cada modo de falla tiene una distribuciéon de pro-
babilidades para el tiempo de falla. Asi, cuando estudiamos la confiabilidad de una unidad
considerando los diferentes modos de falla que existen, asociamos a cada unidad no un tiempo
de falla, sino un vector de tiempos de fallas que tiene una distribucién de probabilidad conjun-
ta. Si se conoce esta distribucién conjunta, se pueden estimar cantidades de interés para cada
modo de falla. Cuando hacemos un estudio de confiabilidad de unidades en las que queremos
elevar la confiabilidad, es de gran interés hacer el estudio a nivel de modos de falla, para poder
saber cudl es el modo de falla que contribuye mas a la falta de confiabilidad y asi corregirlo.
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El andlisis de datos de falla, considerando los diferentes modos de falla presentes, es facil
de hacer cuando para cada componente registramos los tiempos de falla de todos los modos
de falla, en este caso, para cada componente tenemos un vector de tiempos de falla. En este
caso, el analisis de datos corresponde a un anélisis multivariado de tiempo de falla. Desgra-
ciadamente, con gran frecuencia los tiempos de falla que se pueden registrar en los estudios
de confiabilidad, no son los tiempos de todos los modos de falla, ya que al fallar un compo-
nente debido a un modo de falla determinado, dicho componente deja de funcionar y ya no es
posible observar los demas modos de falla. En este caso, para cada componente solo se tiene
una pareja de datos: el tiempo de falla y el modo de falla. Con este tipo de datos, el andlisis
se complica considerablemente cuando los modos de falla son dependientes, ya que los datos
no tienen informacion sobre el patrén de dependencia de los diferentes modos de falla. Este
esquema de observacién o tipo de datos se presenta frecuentemente en otras areas de estudio
de supervivencia, en donde la falla o muerte de un individuo bajo estudio se puede deber a
diferentes causas y a cada posible causa se le denomina riesgo.

1.1. Motivacion de la tesis

Para dar una motivacion acerca del problema que se trabajara a lo largo de la tesis, con-
sidere un equipo que presenta interrupciones durante su funcionamiento, las cuales se realizan
en los tiempos t1, to, ..., t,. Suponga que los paros del equipo son provocadas por dos causas:

a) Reparacion debido a falla del equipo
b) Ejecucién de mantenimiento preventivo.

Lo anterior implica que, adema&s de contar con los tiempos de paro t;, también se contard con
una “etiqueta” o “identificador” ¢; que senale la causa por la cual el equipo dejé de operar,
esto es, los datos con los que se cuenta son de la siguiente forma (t1,c¢1), (t2,c2), ..., (tn,cn),
cont; >0y ¢ =1,2parai=1,2,...,n. A este tipo de datos se les conoce como datos de
riesgos en competencia.

Un problema interesante que surge en este contexto es el de evaluar la calidad del man-
tenimiento preventivo al equipo para lo cual se podria estar interesado, por ejemplo, en las
distribuciones de probabilidad marginales de los tiempos de falla y tiempos de mantenimiento.

1.2. Objetivos

Entre los objetivos principales de la tesis se encuentran

a) Dar un panorama general de la teoria de riesgos en competencia enfatizando su uso en
confiabilidad y en particular, al estudio del mantenimiento a sistemas reparables.

b) Mostrar el problema de no identificabilidad al utilizar el enfoque de tiempos latentes
asi como la sobrestimacién de la funcién de confiabilidad al asumir independendia cuando
realmente no la hay.

c¢) Discutir posibles soluciones a los problemas anteriores modelando la dependencia entre
los riesgos.

Para desarrollar lo anterior, el trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se presentan conceptos basicos de confiabilidad entre los que se encuen-
tran funciones para modelar el tiempo de falla T, como son la funcién de confiabilidad y la
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funcién de riesgo. Estas funciones serviran para abordar algunos aspectos bésicos en la teoria
concerniente a riesgos en competencia y conducirdan a definiciones de funciones de probabi-
lidad similares. Se definen los riesgos en competencia desde los dos enfoques presentes en la
literatura: como variable aleatoria bivariada y como tiempos latentes.

En el capitulo 3 se plantea la funcién de verosimilitud en forma general. Se estudia el caso
en donde los riesgos se consideran independientes, y se menciona el estimador no paramétri-
co Kaplan-Meier de la funcién de supervivencia o confiabilidad para datos de falla que tienen
asociado un mecanismo de censura por la derecha, que se supone independiente del mecanismo
de falla. En el caso de que los riesgos no sean independientes, como generalmente ocurre, se
menciona una forma de modelar la dependencia a través de las funciones denominadas cépulas.
Para finalizar, se aborda el problema de no identificabilidad, que es muy comun. Se muestra
c6mo, hasta cierto punto, los datos de riesgos en competencia nos limitan para la eleccién de
modelos debido a la carencia de informacién que tienen sobre la dependencia.

En el capitulo 4 se dan algunos conceptos generales basicos en el estudio de sistemas repara-
bles, se presenta en forma breve la teoria de procesos puntuales, entre los que se encuentran
los procesos de Poisson homogéneos y no homogéneos, asi como también algunas propuestas
para modelar la funcién de intensidad y el correspondiente proceso de inferencia para estas,
que incluye las pruebas de hipdtesis relevantes en cada caso. Se menciona la importancia que
tiene el estudio del mantenimiento preventivo en los sistemas reparables y el enlace entre los
sistemas reparables y el mantenimiento preventivo a través de riesgos en competencia. Para
finalizar se mencionan algunos modelos ttiles en el estudio de datos de riesgos en competencia.

Por 1ltimo, en el capitulo 5 se presenta un andlisis hecho con datos de riesgos en compe-
tencia pertenecientes a una bomba centrifuga que se utiliza en el lavado de algunos productos
corrosivos. Se explora la tendencia de los tiempos de falla y se estiman funciones de intensi-
dad. También se desarrolla el andlisis de los datos considerando los dos enfoques. Por ltimo
se proporcionan las conclusiones del trabajo y posibles actividades a realizar en el futuro.



Capitulo 2

Riesgos en Competencia

Debido a que el tiempo de falla, T, de cierto componente o sistema, para fines de estudio y
modelacidn, se puede conceptualizar como una variable aleatoria continua no negativa, para estudiar
T es natural pensar en funciones que lo caracterizan o proveen informacién (til. Naturalmente,
tales funciones, entre otras, son las funciones de densidad, de distribucién y de riesgo, las cuales
seran definidas en la seccién para variables aleatorias continuas. Estas funciones guardan una
relacion especial debido a que son equivalentes, es decir, teniendo conocimiento de alguna de ellas
se pueden calcular facilmente las demas, pues existen relaciones funcionales explicitas. Se podria
pensar jporqué trabajar con varias si con una funcién obtengo informacién de las otras? Una
respuesta es que cada funcién tiene una interpretacién diferente, de modo que, dependiendo del
problema, puede utilizarse una u otra. Como se mencioné en la Introduccién, en el momento en
que son considerados los diferentes modos de falla para un componente, cada uno de estos modos
de falla tiene asociado una distribucién de probabilidad, la cual se puede caracterizar por funciones
similares a las mencionadas y que se definen en la seccién Por otro lado, ademas del modelo
bivariado, existe el enfoque de riesgos en competencia como tiempos latentes de falla y se menciona
en la seccién 2.3

2.1. Conceptos basicos de confiabilidad

Una de las funciones con la cual se puede caracterizar una variable aleatoria es la funcidn
de distribucion, la cual se define a continuacién.

Definicién 2.1.1 (Funcién de distribucién) Sea T una variable aleatoria definida en el
espacio de probabilidad (Q, F, P). La funcién de distribucién de T estd dada por

Pr(t) = Plw € Q| T(w) < t}] = P(T < t), t € R.

Ya que los tiempos de vida son no negativos, con base en la definicién anterior, se tiene que
Fpr(t) = 0 para t < 0. Fijando 0 < tg, Fr(tg) es la probabilidad de que un componente falle
antes de to. Alternativamente, pensando en una poblacién de componentes, Frr(ty) se puede
interpretar como la proporcién esperada de componentes que fallan antes del tiempo tg.

Otra funcién importante y que mantiene una relacion muy conocida con la funcién de
distribucién es la funcién de densidad.

Definicién 2.1.2 (Funcién de densidad) Cuando la funcion de distribucion de una vari-
able aleatoria T es absolutamente continua, su funcién de densidad, estd definida por

Fr(t) = %FT(L‘), £ 0. (2.1)
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Equivalentemente, (2.1)) se puede expresar como

. PE<T<t+AY)

que se puede utilizar para medir la frecuencia relativa de fallas en una vecindad de ¢, de manera

o fr(t1)
fr(t2)

en una vecindad para to de la misma longitud. Por otro lado, para At pequeno, At X fr(t) se
puede interpretar como la probabilidad de que un componente falle en una vecindad inmediata
a t, es decir, en (¢,t + At] o, en su caso, la proporcién de componentes que se espera fallen en
una vecindad inmediata a t.

= ¢ significa que en una vecindad de t; se esperan a veces la cantidad de fallas que

De lb se tiene que Fr(t) = fot fr(z)dz, lo que significa graficamente que Frp(t) es el drea
bajo la curva de fr(¢) en el intervalo (0, t].

Una funcién mas que se utiliza para modelar al tiempo de falla T es la funcién de confiabi-
lidad, también llamada funciéon de supervivencia, la cual es el complemento de la funcién de
distribucién y proporciona la probabilidad de que el componente no falle antes del tiempo ¢,
o equivalentemente, que la falla ocurra después del tiempo t.

Definicién 2.1.3 (Funcién de confiabilidad) La funcidn de confiabilidad de una variable

aleatoria T estd definida por B
Fr(t)=P(T >t),t>0.

Con base en la definicién de la funcién de confiabilidad, Fr(t), se obtiene que la forma en
que esta se relaciona con la funcién de distribucién es , Fr(t) = 1 — Fr(t), de donde se obtiene
la correspondiente conexién con la funcién de densidad

fr(t) = - Fr(t)

o equivalentemente, Fr(t) = [ fr(z)dz.

Para fines del presente trabajo, la tltima funcién que se considera para modelar T es la
funcién de riesgo, también llamada la funcién de tasa de fallas.

Definicién 2.1.4 (Funcién de riesgo) La funcidn de riesgo se define como

<
he(t) = Tim Pt<T<t+At|T>1t)

t>0. 2.2
At10 At U= (2:2)

Esta funcion es la funcién de la tasa instantdnea de fallas y expresa la propensién a la
falla en un intervalo pequeno inmediatamente después de ¢, considerando que el componente
ha funcionado hasta el tiempo t. Esto es, para At pequefio y t > 0, se tiene que

hp(t) x At = P(t <T < t+ At|T > t),

es la probabilidad de que un componente que ha estado funcionando correctamente hasta el
tiempo t, falle en el intervalo (t,t 4+ At].

La funcidén de riesgo se puede interpretar como tasa de fallas en el siguiente sentido: supon-
ga que al tiempo ¢t > 0 se tienen una cantidad de componentes en funcionamiento, sea n(t) la



2.1. CONCEPTOS BASICOS DE CONFIABILIDAD 7

cantidad, entonces n(t) x hr(t) es aproximadamente el nimero de fallas por unidad de tiempo
o, equivalentemente, hp(t) es aproximadamente igual al nimero de fallas por unidad de tiem-
po por unidad en riesgo, de modo que hp(t) tiene unidades de fraccién fallada por unidad de
tiempo [23].

De (2.2) se obtiene la siguiente relacién entre la funcién de riesgo, la funcién de densidad
y de confiabilidad

hT(t):ggloP(t<T§tAtAt\T>t)
1imiP(t<T§t+At)
At10 At P(T >t)

1 P(T<t+At)—P(T<t)

= 1/
Atlo At P(T > 1)
1 Fp(t+ At) — Fr(t)
= 1m — —
Atl0 At Fr(t)
1 _
_ lm Fr(t+ At) — Fr(t)
FT(t) At]0 At
fr(t)
= I 5.
Fr(t)
De la relacién anterior se tiene que hr(t) = —— log[Fr(t)], de modo que, considerando

dt
Fr(0) = 1, se obtiene fot hr(z)dz = —log[Fr(t)], es decir, Fr(t) = exp[— fot hr(z)dz].

En la Tabla [2.1] se resumen las relaciones de las funciones presentadas.

Densidad Distribucién Confiabilidad Riesgo
Densidad | fr(t) Soy - SE heen [ ()]
ensidaa T dr T dt T T exp o T xT)axr
e t = t
Distribucién || [; fr(z)dz Fr(t) 1—Fr(t) 1—exp [f Jo hT(x)dx]
Confiabilidad || [, fr(z)dz 1— Fr(t) Fr(t) exp [f fot hT(I)dIL‘]
) fr(t) d d _
I et — Bp(t)] — S 1og[F
Riesgo = Fr@)ds og| 7(t)] gr og[Fr(t)] hp(t)

Tabla 2.1: Relacion entre las funciones de densidad, distribucién, confiabilidad y riesgo.

A manera de ilustracién, en la Tabla se muestran las expresiones de las funciones
definidas y que corresponden a una variable aleatoria T que sigue una distribucién Weibull
con parametro de forma v > 0 y de escala A > 0.
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Densidad Distribucion
VAN t\" t\”
r0=3(3) eo-(5) ] mo-1-e|-(5) ]
Confiabilidad Riesgo

Fr=ew [~ (3) ] hr(t) = 1 (;)H .

Tabla 2.2: Expresiones para las funciones de densidad, distribucién, confiabilidad y riesgo de
una variable aleatoria Weibull con pardmetros de forma y escala v > 0 y A > 0, respectiva-
mente.

Para apreciar la forma de estas funciones, en la Figura [2.] se muestran las graficas asu-
miendoy =15y A= 1.

2.2. Funciones estimables de los datos de riesgos en com-
petencia

Suponga que se cuenta con un sistema o componente que tiene asociados k diferentes modos
de falla. Suponga también que el componente deja de funcionar cuando se presenta el primer
modo de falla. Para este caso, los datos bivariados que se obtienen son de la forma (T,C),
donde T > 0 es el tiempo al cual fallé y C = 1,2,...,k es la causa o el modo de falla. Para
cada modo de falla se tienen funciones que caracterizan al vector aleatorio bivariado (7, C).
Tales funciones, naturalmente, se pueden estimar de los datos y se definen a continuacion.

Comenzaremos por el andlogo a la funcién de distribucién.

Definicién 2.2.1 (Funcién de sub distribucién) La funcién de sub distribucién estd defini-
da por
Fre(ti)=P(T <t,C=1), t>0,i=1,2,...,k.

La interpretacién para la funcién de sub distribucion es similar a la usada para funcién de
distribucién. Fp ¢(t,4) es la probabilidad de que el componente falle antes de ¢ y la falla sea
debido al modo ¢ o, pensando en una poblacién de componentes, se puede interpretar como
la proporcién de componentes que se espera fallen antes de ¢ y las fallas sean debido al modo 1.

Cabe notar que una razén por la cual se usa el prefijo sub es que Fr ¢ (%, ) no es una funcién
de distribucién propia, pues no calcula probabilidades acumuladas para ambas variables, solo
para T'. En este caso, observe que

Frco(o0,i) = P(T < 00,C =1)
=P Nn{C=1i})
P(C=i)=p, i=12...k

es igual a uno solamente si existiera un modo de falla, lo cual, en este caso, no es asi.

Otra funcién es la de sub confiabilidad, que denotaremos por Fr c(t,1).
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Densidad Distribucion
o
S 4
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Figura 2.1: Graficas de las funciones de la Tabla[2.2lcon y =15y A = 1.

Definicién 2.2.2 (Funcién de sub confiabilidad) La funcidn de sub confiabilidad estd defini-
da por
Frot,i)=P(T>t,C=14), t>0,i=1,2,... k.

Una relacién entre las funciones de sub distribucién y sub confiabilidad esta dada por
FT,C(t7 Z) + FT,C(tv Z) = Di,
la cual se puede verificar como sigue

pi = P(C
= P(
=P(({T<t}u{T>t}Hhn{C=1i}),t>0
=PT<t,C=i)+P(T>t,C=14),t>0
= Frc(t,i) + Fro(t,i),t >0,

donde -
pi = P(C == Z) = FT7c(OO, Z) = FT,C(O, Z)

Se debe tener cuidado con la interpretacién de las funciones de probabilidad, hasta ahora,
definidas. La funcién Fr ¢ (t,4), como se menciond, es la probabilidad de que ambos: el compo-
nente falle antes de ¢, es decir, T' < t y el modo de falla sea el i-ésimo, esto es C' = i. Si pensamos
que cada modo de falla tiene asociado un tiempo de falla, T;, i = 1,2,..., k, entonces, en ge-
neral, Fr c(t,4) no es igual a la distribucién marginal de T;, la cual es Fr, (t) = P(T; <t), que
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es la probabilidad de que el tiempo de falla asociado al modo de falla i sea menor o igual que
t. Esta concepcion de confiabilidades marginales esta relacionada con los tiempos latentes de
falla que se desarrollaré en la siguiente seccién. Por otro lado, Fir.¢(t,7) no es, en general, igual
a la probabilidad de que el tiempo de falla sea mayor que ¢t (T' > t) para las fallas del tipo 4;
esa probabilidad estd dada por P(T > t|C = i), la cual se puede expresar como Fr ¢ (t,i)/p;.
F‘T,C(t, i) es la probabilidad de que el tiempo de falla sea mayor que ¢ y la falla sea del tipo .

Continuando con las definiciones de las funciones de probabilidad para riesgos en compe-
tencia, damos lugar a las correspondientes para la sub densidad y el sub riesgo.

Definicién 2.2.3 (Funcién de sub densidad) La funcién de sub densidad estd dada por

d
fT,C(t7i) = aFT,C(t,’L‘), t>0, i=1,2,...,k‘,

st la derivada existe.

Como consecuencia de la explicacién anterior, se tiene que fooo fro(z,i)de = p;, @ =
1,2,...,k, es decir, la integral de la funciéon de sub densidad sobre todo el rango de variacién
fT,C (tl y Z)
frc(te, j)
esperan a veces la cantidad de fallas causadas por el modo i que en una vecindad de la misma
longitud para t; causadas por el modo j.

de T no es igual a uno. Por otro lado, = @ significa que en una vecindad de t; se

Definicién 2.2.4 (Funcién de sub riesgo) La funcidn de sub riesgo se define como

. PE<T<t+At,C=i|T>t)  f(ti) o
hT,C(t,z):iltr?O A = )’ t>0,i=1,2,...,k (2.3)

Continuando con la analogia de las interpretaciones, para At pequefio, se tiene que
At x hipoy(t,i) m Pt <T <t+At, C=i|T >t),

es la probabilidad de que un componente que ha estado funcionando correctamente hasta el
tiempo ¢, falle inmediatamente después de t, es decir, en el intervalo (¢,t + At] y que la falla
haya sido del tipo 1.

Recordando que (7,C) es la forma general de los datos de riesgos en competencia, es
razonable preguntarse por las marginales (distribuciones, confiabilidades, etc.) de T'y C, por lo
que se comentard al respecto. En términos de las sub distribuciones, la funcién de distribucién
de T, que denotaremos por Fr(t), estd dada por

Fr(t) = P(T < t)
= P[(T <t)N Q)
P(T < t) N (U {C =i})]

es decir, la funcién de distribucién (marginal) de T es igual a la suma de las funciones de sub
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distribucién correspondientes a los modos de falla. Es de resaltar que Fr es propia, pues

k
= Z FT,C(007 Z)
7,:1
Zpi
=1

= 1.

Consecuentemente, las funciones de densidad, confiabilidad y de riesgo para T (todas
propias en su sentido correspondiente) son, respectivamente,

k
t) =Y fro(ti), t>0,
i=1

k

Pr(t) =Y Frof(t,i), t >0,
i=1
k

hr(t) = ZhT,C(tai)a t>0.
i=1

A manera de observacién, la funcién que se encuentra en el denominador de (2.3), Fr, es
la confiabilidad marginal de T', el tiempo de falla.

Funcién de sub riesgo acumulado

Otra funcién que caracteriza a una variable aleatoria, y que no se ha mencionado, es la
funcién de riesgo acumulado, que no es mas que la integral definida de la funcién de riesgo. Se
define la funcién de sub riesgo acumulado por

t
HT7c(t,Z') = / hT,C(ZE,Z‘)dI, 1= 1,2, .. .,k},
0

se tiene que

ZHTctz /Zthxzdx—/ hy(z)dz

es la funcion de riesgo acumulado de T. Asi,

k k
Fr(t) = exp[—Hrp(t)] = exp l— ZHTg(t,z')] =[[Fro(t,

donde i
Ff o(t,1) = exp[—Hr,c(t,1)].

Cabe hacer notar que F},C(Li) tiene las propiedades de una funcién de confiabilidad
(posiblemente impropia), pero en general, no es la confiabilidad de ninguna variable aleatoria
observable.

2.3. Riesgos en competencia como tiempos latentes de
falla

Considere nuevamente un componente que tiene asociados k modos de falla, el andlisis
de datos de falla no es dificil llevarlo a cabo cuando para cada componente se registran los
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tiempos de falla de todos los modos de falla, en este caso, para cada componente se ten-
drfa un vector de tiempos de falla (¢1,%o, ..., ;). Implicitamente a cada modo de falla se le
estd asociando un tiempo de falla (y por lo tanto una distribucién de probabilidad) por ejem-
plo, el primer modo de falla tiene asociado el tiempo de falla T} con distribucion marginal Fr, .

Sin embargo, cuando se presenta el primer modo de falla, generalmente el componente
deja de funcionar y ya no es posible registrar u observar los tiempos de falla correspondientes
a los demas modos. En este caso solamente se conoceria el valor de una entrada del vec-
tor de tiempos de falla y las demds serian censuradas. El tiempo de falla que se registra es
T =min{T1,Ts,...,Tk}, es decir, el tiempo del primer modo de falla que se presenta y C =i
siT="T;,i=1,2,...,k. Estos k tiempos (71,75, ...,T)) se denominan tiempos latentes de
falla pues, técnicamente, no son observables en el sentido de que los datos con los que se cuenta
son del tipo (T, C). Se asume que P(T; =T;) =0, i # j.

En varias situaciones es de interés estudiar el efecto de la causa 7 solamente, es decir, con
las demés causas ausentes, pues se pueden identificar los modos de falla con mayor impacto
en el funcionamiento del producto, corregirlos o mejorarlos y, como consecuencia mejorar
del diseno del producto, en tales casos la funcién Fr,(t) es relevante. Sin embargo, puede
acontecer que la eliminacién de las deméds causas de fallas no represente de manera adecuada
las circunstancias reales bajo las que trabaja el componente, es decir, no seria adecuado utilizar
solamente los tiempos de falla debido a la causa i y tratar de estimar, por ejemplo, Fr,(t).
Cuando eso sucede, no es razonable asumir que cuando 7T; es “observado” en forma aislada, su
distribucién es la misma que la distribuciéon marginal de T; derivada de la distribucién conjunta
de (T1,T5, ..., Tx), en la cual se encuentra modelada la dependencia que puede haber entre los
modos de falla. Es por esto que, ademds de la distribucién conjunta de (T, C') y sus marginales,
son de interés las distribuciones (o confiabilidades) de los tiempos latentes T;.



Capitulo 3

Analisis de datos de Riesgos en
Competencia

Como se ha mencionado, los datos de riesgos en competencia tienen una estructura bivariada
de la forma (T, C), donde T es el tiempo de falla del componente y C' es el modo o causa de falla.
También se comentd sobre dos formas de entender el problema de riesgos en competencia: como
un modelo bivariado y como tiempos latentes de falla. En cualquiera de los dos enfoques se pueden
proponer modelos paramétricos para las funciones de sub confiabilidad y confiabiliad conjunta,
respectivamente. La forma en que se harad estimacién para los pardmetros de las funciones es por
maxima verosimilitud, de manera que en la seccién se presenta, de manera general, la funcién
de verosimilitud. Al trabajar con el enfoque del modelo bivariado, los datos son apropiados para
estimar funciones de interés como las sub confiabilidades o las distribuciones marginales de T'y C.
Por el contrario, cuando se trabaja con el enfoque de tiempos latentes de falla, en muchos casos,
es de buen juicio pensar que los tiempos T; guardan cierta dependencia entre si, misma que es de
interés modelar y de la cual no se puede obtener informacién directamente de los datos, pues lo
ideal seria tener el vector de los tiempos de falla (¢1, 2, ..., tx) correspondiente a todos los modos
de falla, pero solamente se cuenta con el conocimiento de una entrada del vector. No obstante, en
la seccién [3.2) se estudia el caso en el que los modos de falla se consideran independientes, esto es,
en el que T;, i = 1,2,...,k son independientes. Un resultado muy conocido en el drea establece
que dado cualquier modelo de confiabilidad conjunta, existe otro en el cual los tiempos latentes son
independientes y ambos modelos dan origen a las mismas sub confiabilidades [3I]. Este problema
es conocido como el problema de no identificabilidad y se desarrollard en la seccién [3.4]y se puede
interpretar de la siguiente manera: con base en los datos no podemos discernir de cudl modelo
provienen las funciones estimadas, de una confiabiliad conjunta que considera dependencia 6 de
otra confiabilidad conjunta en la cual los tiempos latentes son independientes. Uno de los problemas
centrales en el anilisis de este tipo de datos, con el enfoque de tiempos latentes, es modelar la
dependencia de los T;. Una forma de atacar tal dificultad es utilizando una clase de funciones
llamadas cépulas, que se presentan también en la seccién [3.3] las cuales acoplan o establecen una
relacién entre la distribuciéon multivariada y sus respectivas marginales.

3.1. Funcion de verosimilitud

Suponga que se cuenta con una muestra aleatoria de tamano n, {(¢;, ¢;) }_;, de un fenémeno
de riesgos en competencia. La funciéon de verosimilitud, que es funcién de los parametros, es
aproximada por el producto (debido a la independencia de los datos) de las probabilidades de
observar cada (t;,¢;). A su vez, la probabilidad de observar el dato (t;,¢;) suele aproximarse
por la sub densidad evaluada en el punto, es decir, por fr.c(t;,¢;).

13
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Para el caso del enfoque bivariado, es usual proponer las funciones de sub confiabilidad,
las cuales se derivan y se obtienen las sub densidades o, directamente proponer las sub densi-
dades y construir la verosimilitud. Sin embargo, cuando se trabaja con el enfoque de tiempos
latentes, lo usual es proponer una confiabilidad conjunta para los tiempos latentes y de la que
se obtienen las sub densidades.

Sea Fp(t) la confiabilidad conjunta del vector de tiempos latentes T = (Ty,Tb, ..., k),
esto es,

Fr(t) = P(Ty > t1, Ty > to, ..., Tp > 1), t=(ti,ta,...,tx) € (RT)*

Con la notacién anterior, el siguiente resultado nos dice la manera de obtener las sub
densidades a partir de la confiabilidad conjunta de los tiempos latentes [31].

Teorema 3.1.1 Sea Fr la confiabilidad conjunta de T, entonces se tiene que las derivadas
de las funciones de sub confiabilidad coinciden con la derivada de la funcion de confiabilidad

conjunta evaluada en t;y =ty = --- =t =t, es decir,
d - 0 =
—Frco(t,i) = —Fr(t) ,i=1,2,...,k.
dt ot ty=to=---=ti=t

Demostracion. Debido a que la numeracion de los k riesgos es arbitraria, sin pérdida de
generalidad, consideraremos i = 1. Sean ¢,h* € RT y 0 < h < h*. Se tiene que

Fro(t,1) — Fro(t+h1) = P(T>t,C=1)— P(T >t +h,C =1)
= P(Tl > t,ﬂj>1{Tj > Tl}) - P(Tl > t+h,ﬁj>1{Tj > Tl})
= P(t <T; <t+ h,m]‘>1{Tj > Tl}), (31)

lo que tiene como cota inferior

Pt <Ty <t+hNjs1{T; >t+h*})=Fp(t,t+h*,....t+h*)—Fp(t+ht+h*, ..., t+h*),
(3.2)
pues haciendo w = (w1, . ..,wy), resulta

w € {t <T) <t+h, ﬂj>1{ Tj >t 4 h*}} ==t < Tl(wl) <t+h, ﬂj>1{Tj(wj) >t 4 h*}
=t < Tl(wl) <t+h, ﬂj>1{Tj(wj) >t 4 h}
==t < Tl(wl) <t+h, ﬂj>1{Tj(wj) > Tl(wl)}
— w € {t <T; <t+ h,ﬂj>1{Tj > Tl}}

Similarmente, una cota superior para (3.1)) es
P(t <7 <t+ h,ﬂj>1{Tj > t}) = F‘T(t7 e ,t) - FT(t + h,t,... ,t), (33)
pues
w e {t <Ty <t+h, ﬂj>1{ Tj > Tl}} == < Tl(wl) <t+ h,ﬁj>1{Tj(&)j) > Tl(wl)}

— t< Tl(wl) <t+ h,ﬂj>1{Tj(wj) > t}
= we{t<Ty <t+h,Nj>{T; >T1}}.

Asi, dividiendo (3.1)), (3.2) y (3.3) por h, se obtiene

Fr(t,t+h*,...,t+h*) — Fp(t+h,t +h*, ..., t+h*) < Fro(t,1) — Fro(t+h,1)
h - h
Fr(t,...,t) — Fp(t+ h,t,...,t)
h )

IN
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o equivalentemente

FT(t+h7ta7t)_FT(ta7t) < FT,C(t+h71)_FT,C(t71)
h - ~ h ~
< Fr(t+h,t+h*...;t+h*)— Fp(t,t+h*, ..., t +h*)
- h

Tomando el limite cuando h — 0 se tiene que, para todo A* > 0,

0 - d - 0 -
aiFT(tla"')tk)) S diFT,C(tal) S aiFT(tla"')tk))

t1 ti=t, t;=t+h*, j>1 t t1 ti=t, j=1,....k

Por tdltimo, haciendo h* — 0 resulta
0 - d 0 -
7FT(t1,...,tk) < fFT,C(t,l) < — T(tl,. ,tk) ,
Oty ti=t,j=1,....k de Oty ti=t,j=1,....k
es decir,
d - 0 =
Fre(t,1)= —Fr(t1,...,tx) .0

dt oty

En la practica, los datos pueden estar censurados por la derecha por algiin motivo inde-
pendiente de los k modos de falla. Por ejemplo, la causa de la censura puede ser el tiempo
limite del experimento. Si la i-ésima observacién no es censurada, se observara el tiempo t; y
la causa ¢;. Por otro lado, si la i-ésima observacién es censurada por la derecha en el tiempo
t;, entonces no se observa ¢;, la unica informacién con la que se contara es que el tiempo de
falla es mayor que t;, es decir, T' > t;. Haciendo §; = 0 si la i-ésima observacién es censurada
y 0; = 1 sino, la funcién de verosimilitud estd dada por

L= 1] lfrc(tc)) [Frt)] "

—.

«
I
—

fTLC(tv Z) ]

[hrc(ti, )]’ Fr(t;), pues hy,c(t,i) = Frt

|

Il
-

(2

Las expresiones anteriores sugieren proponer modelos paramétricos para las funciones de
sub densidad, sub riesgo o para la confiabilidad conjunta de los tiempos latentes, de la cual,
por le Teorema [3.1.1] se pueden obtener las demds como sigue:

OFyp(ty,...,t
fT7C(t,i):—M ci=1,...k
ot; ty=to=---=ti=t
de donde se sigue que
. f(t,l) 610g[FT(t1,,tk)] .
hrc(t,i) = =— ,i=1,...,k. (3.4)
FT(t) ot; ty=to=--=tp=t

~ Note que Fr(t) es la confiabilidad marginal de T en el vector (T,C) y que coincide con
Fr(t),t = (t,t,...,t) € (RT)¥, que es la confiabilidad conjunta del vector de tiempos latentes.
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3.2. Riesgos independientes

Una hipétesis cldsica en el estudio de riesgos en competencia es asumir que los riesgos
actuan en forma independiente, esto es, que un tipo de falla no tiene efecto sobre los demés.
En varios contextos puede ser que asumir independencia entre los riesgos no sea muy ade-
cuado, no obstante es 1til estudiar estos sistemas ya que, por ejemplo, se identifican efectos
debidos a la falta de independencia. En primera instancia, es claro que cuando los riesgos son
independientes, el conjunto de confiabilidades marginales Fr, (t) determinan la confiabilidad
conjunta Fp como

k
Fr(t) =[] Fr.(t:).
i=1

_ dlog|Frr, (t
Sea Fr, (t) la confiabilidad marginal de T; y sea hr,(t) = _OloglFr, (1)) la correspondiente

funcién de riesgo. Es de notar que, en general, hr, () y hrc(t, i) son diferentes y tienen dis-
tintas interpretaciones, pero sucede que hr,(t) = h(t,i) para todo t > 0 cuando los T; son
independientes.

El siguiente resultado proporciona algunas implicaciones de asumir riesgos independientes,
en particular, muestra que la confiabilidad marginal no observable It (t) se puede obtener
explicitamente de la sub confiabilidad observable Frp (¢, 1).

Teorema 3.2.1 (Gail, 1975) Las implicaciones (i) = (ii) = (ii1) = (iv) se tienen para
las siguientes proposiciones:

(i) Asumir riesgos independientes;
(i) hpc(t,i) =hr(t), i=1,2,...,k t>0;

(iii) El conjunto de las funciones de sub confiabilidad Fro(t,i) determina el conjunto de
confiabilidades marginales Fr,(t), explicitamente,

Fr,(t) = exp [— /Ot hT,c(x,i)dx} ; (3.5)

(iv) Fr(t) =TI, Pr,(t), t = (t,t,....t).
Demostracion.

(i) = (ii). Ya que los tiempos latentes son independientes, se tiene que Fp(t) =
Hle Fr,(t;), cont = (t1,ta,...,tx), de donde log[Fr(t)] = Ele log[Fr, (t;)]. Derivando

con respecto a t; y evaluando en t = (¢,¢t,...,1),
. 0
hro(t, j) = —8Tlog[FT(t)} , por (3.4)
J ty=to=--=tp=t
PR

Il

|

|
(]
5
3
5

que es (i1).
g - . . . d =
(#4) = (4i1). De la segunda ecuacién anterior se tiene que hy ¢ (t, j) = — TS log[Fr, (t;)] ,
J ti=t
de donde FT]. (t) = exp [f fot hr co(z,j)dz|, lo que implica que el conjunto de confia-

bilidades marginales Fr,(t) estd determinado por el conjunto de las funciones de sub
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_ ti

riesgo hr,c(t,i) o equivalentemente, por Fr c(t, i), pues hrc(t, i) = %,

Hj:l Fro(t,j)
. d - .

con frc(t,i) = f&FTyc(t,z).

(741) = (iv). Con base en (3.5
S
HFTl(t) = exp _Z/ hT,C(xai)dx‘|
; L =170
ok
= exp —Z/ hTi(x)dx]
L =170
Tt

= exp |- /O hT(gc)dx}

Fr(t), t = (t,t,...,1). O

La parte (iv) del teorema pareciera que establece la independencia de los T; pero no es
asf, ya que la igualdad es en t = (¢,¢,...,t) (sobre la diagonal) y para la independencia se
requeriria la igualdad de Fp(t) y Hle Fr,(t;) para todo t € (RT)*.

3.2.1. Estimador Kaplan-Meier

En general, cuando se trabaja con tiempos de falla asociados con censura por la derecha y se
asume que dichos tiempos, de falla y censura, son independientes, un estimador no paramétrico
mencionado fuertemente en la literatura para la funcién de confiabilidad o supervivencia de
los tiempos de falla es el estimador de Kaplan-Meier (Product Limit Estimator) [I7].

Para calcular el estimador, considere %1, to,...,t; como tiempos observados de falla en una
muestra aleatoria de tamano n = ng que provienen de una poblacién homogénea con funcién
de confiabilidad desconocida F. Suponga que en t; fallan d; componentes y denote a n; como
el nimero de componentes en riesgo justo antes de ¢;. Con base en lo anterior, el estimador es

Fiy =[] oy,

-
jlty<t Y

3.3. Riesgos dependientes

Como se mencionoé en la seccién anterior, en muchas ocasiones la hipétesis de independencia
no es adecuada por las caracteristicas del fenénemo que se estd modelando, lo que da origen al
problema de no identificabilidad. El problema que se aborda en esta seccion es el de modelar
los tiempos latentes cuando presentan dependencia. Durante gran tiempo los estadisticos han
estado interesados en la relacién de una distribucién multivariada y sus marginales (univa-
riadas o de mayor dimensién). Una solucién a este problema fue presentada en 1959 por Sklar
creando una nueva clase de funciones denominadas cépulas. El estudio de las cépulas y sus
aplicaciones en estadistica es relativamente reciente, hasta hace poco, era dificil localizar la
palabra cépula en la literatura estadistica. Antes de 1997 no habia una espacio para las copu-
las en la Enciclopedia de Ciencias Estadisticas (Encyclopedia of Statistical Sciences) ni en los
suplementos. La evidencia del creciente interés de las cépulas y sus aplicaciones en estadistica
y probabilidad en los pasados 15 anos se materializa en 1990 cuando en Roma se realiza el
Simposio de Distribuciones con Marginales Dadas (Clases Fréchet) [25].
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En esta seccion se presenta a las cépulas como una forma de modelar la dependencia de
los tiempos latentes que dan lugar a los datos de riesgos en competencia. Como se vera en el
Capitulo 4, en [32] se establece que si la funcién cépula es conocida y completamente especifica-
da, entonces los datos de riesgos en competencia son suficientes para estimar las confiabilidades
marginales de una forma consistente, es decir, sin el problema de identificabilidad. Cuando hay
independencia, esta estimacion se reduce a la obtenida utilizando Kaplan-Meier.

3.3.1. Coépulas

Ya que se ha establecido la importancia de las cépulas para el estudio de la dependencia
entre variables, empezaremos por definirlas en forma precisa.

Definicién 3.3.1 (Cuasi-inversa) Sea F' una fucnidn de distribucion. La cuasi-inversa de
F es una funcion F(Y con dominio en I = [0,1] tal que

1. Sit estd en RanF, entonces F(~V(t) es cualquier mimero x en R tal que F(x) =t, es

decir, para todo t en RanF,
FFCV @) =

2. Sit no estd en RanF', entonces

FEY @) = inf{x | F(z) >t} = sup{z | F(z) < t}.

Definicién 3.3.2 (Cépula) Sean X y Y wariables aleatorias con funciones de distribucion
Fx y Fy, respectivamente y Fx y la funcion de distribucion conjunta de (X,Y"). La cdpula C
de X yY se define como

C(u,v) = Fxy (F Y (u), FSV (), (u,0) € 0,1] x [0,1].

Observe de que C(-,-) es en si una funcién de distribucién bivariada en el cuadrado uni-
tario con marginales uniformes. Bajo independencia, la cépula es C(u,v) = uv. Los valores de
cualquier cépula estan entre méx{u + v — 1,0} y min{u, v}, ver [25].

El hecho de que la copula captura la estructura bésica de dependencia entre X y Y se
puede ver en el siguiente resultado, que es el teorema central en teoria de cépulas y es el
fundamento de muchas aplicaciones en la teoria estadistica.

Teorema 3.3.1 (Sklar) Sea H una funcién de distribucion conjunta con marginales ' y G.
Entonces existe una copula C tal que para todo x,y en R,

H(z,y) = C(F(x),G(y)). (3.6)

Si F y G son continuas, entonces C es unica; de otra forma, C' estd determinada en forma unica
en RanF x RanG. Inversamente, si C es una cépula y F' y G son funciones de distribucion,
entonces la funcion H definida por (@ es una funcion de distribucion con marginales F' y

G.

El nombre de “cépula” enfatiza el hecho de que la copula “acopla” una distribucién conjunta
con sus marginales univariadas. A manera de ejemplo, en se presenta la expresién para
la c6pula Gamma y en la Figura [3.1] se presenta la simulaciéon de una muestra aleatoria de
tamano 500 con o = 3. Se observa que existe una fuerte asociacién para valores grandes de
las dos variables ya que, como se aprecia en la esquina superior derecha, los puntos parecen
aglomerarse.

1
1 a—1 1 a—1 701_1 - . .
(1_u> +<1_U) S wvel1) a1 (37)

Cu,v) =u+v—1+
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Figura 3.1: Muestra de tamafio 500 de la cépula Gamma.

3.3.2. Dependencia

La relacion de dependencia entre dos variables aleatorias es uno de los topicos mds es-
tudiados en probabilidad y estadistica. La naturaleza de dependencia puede tomar una gran
variedad de formas y, a menos de que no se hagan ciertas hipdtesis acerca de la dependencia,
ningin modelo estadistico puede ser considerado significativamente... [16]

Aqui se precisara la forma en la que se puede estudiar la dependencia o asociacién entre dos
variables aleatorias mediante el uso de cépulas, la cual es un poco mas general que la medida
usual de correlacién, para lo cual se utilizara el concepto de concordancia entre dos variables
aleatorias. Intuitivamente se puede pensar que un par de variables aleatorias son concordantes
si “grandes” valores de una tienden a estar asociados con “grandes” valores de la otra y, en
forma andloga, “pequenos” valores de una tienden a estar asociados con “pequenos” valores
de la otra. Para ser mas precisos, sean (x;,y;) y (x;,y;) dos observaciones del vector aleatorio
(X,Y). Se dird que (z;, ;) y (x;,y;) son concordantes si (z; —x;)(y; —y;) > 0y discordantes
si (@ — ;) (y: —y;) <O.

7 de Kendall

A partir del concepto concordancia, se puede establecer una medida de asociacién conocida
como la 7 de Kendall. La versién muestral de esta medida esta definida en términos de concor-
dancia como sigue. Sea {(x;,¥;)}" ; una muestra aleatoria de tamafno n del vector aleatorio
continuo (X,Y). Se tienen () pares distintos de observaciones (z;, ;) y (z;,y;) en la muestra,
y cada par es concordante o discordante. Sea ¢ el nimero de pares concordantes y d el nimero
de pares discordantes. Entonces la 7 de Kendall para la muestra estd definido por

c—d c—d
t= = . 3.8
cTd- ) (3:8)

) se tiene que t es la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de discor-
dancia para un par de observaciones (z;,¥;) ¥ (%, ¥;) que son escogidas aleatoriamente de la
muestra.

Cuando se presenta el caso en que (x; = x;) o (y; = y;) debido a la resolucién de la escala
con la cual se coleccionan los datos, se dice que hay “empate”, los cuales no son considerados



20 CAPITULO 3. ANALISIS DE DATOS DE RIESGOS EN COMPETENCIA

como concordancias o discordancias. En este caso, el denominador (Z) de 1) es reemplazado

AR

donde ng y ny son el nimero de empates que involucran a X y a Y, respectivamente.

La versién poblacional de la 7 de Kendall para un vector (X,Y) de variables aleatorias
continuas con distribucién conjunta H es definida similarmente: sean (X1,Y1) y (X2, Y2) vec-
tores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos con distribucién H. Entonces la
7 es definida como la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de discordancia, es
decir

T=7xy = P[(X1 — X3)(Y1 = Y2) > 0] = P[(X1 — X3)(Y1 — Y2) < 0.

Para mostrar el papel que las cépulas juegan en la concordancia y medidas de asociacion
como la 7 de Kendall, primero se definird lo que es una “funcién de concordancia” @, la cual es
la diferencia de las probabilidades de concordancia y discordancia entre dos vectores (X1,Y7)
y (X2,Y2) de variables aleatorias continuas con (posiblemente) diferentes distribuciones con-
juntas Hy y Hs, pero con marginales comunes F' y G. El siguiente resultado muestra que
esta funcién depende de las distribuciones de (X1,Y7) v (X2, Y2) solamente por medio de sus
cépulas [25].

Teorema 3.3.2 Sean (X1,Y1) y (X2, Y2) vectores aleatorios independientes con distribucion
Hy y Hs, respectivamente, y con marginales comunes F (de X1 y Xo) y G (de Y1 y Ys).
Sean Cy y Cq las copulas de (X1,Y1) y (Xa,Y3), respectivamente, de tal forma que Hy (z,y) =
C1[F(2),G(y)] y Ha(z,y) = Ca[F(z), G(y)]. Sea Q la diferencia de las probabilidades de con-
cordancia y discordancia de (X1,Y1) y (X2,Y3), es decir, sea

Q = P[(X1 — X2)(Y1 — Y2) > 0] = P[(X1 — X2)(Y1 — Y2) <0].
Entonces

Q=Q(C1,Cy) = 4/-/12 Co(u,v)dCq (u,v) — 1.

En el caso de que los vectores (X1,Y1) y (X2, Y2) tengan la misma distribucién conjuta, la
medida de asociacion serd la 7 de Kendall y dependera solamente de la cépula asociada, como
lo muestra el siguiente teorema [25].

Teorema 3.3.3 Sean X y Y wectores aleatorios continuos cuya copula es C. Entonces la
version poblacional de la 7 de Kendall para X y 'Y estd dada por

x,y = Q(C,C) = 4//12 C(u,v)dC(u,v) — 1.

3.3.3. Cépulas Arquimedianas

En esta parte se presentara brevemente una clase importate de cépulas conocida como
Cépulas Arquimedianas, las cuales tienen un gran rango de aplicaciones por diferentes razones,
entre las que se encuentran:

= La facilidad con la cual pueden ser construidas.
s La gran variedad de familias que pertenecen a la clase.

= Las propiedades que poseen los elementos de la clase.
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Las cépulas arquimedianas no aparecieron originalmente en estadistica, sino en el estudio
de espacios métricos probabilisticos, donde fueron estudiadas como parte del desarrollo de una
versién probabilistica de la desigualdad del tridngulo. Para precisar la forma de estas copulas,
se necesitara la definicién de pseudo inversa de una funcién especial. Enseguida se muestra la
definicién de pseudo inversa de una funcién y posteriormente un resultado que caracteriza a
las cépulas arquimedianas.

Definicién 3.3.3 (Pseudo inversa) Sea ¢ : I — [0,00] una funcidn continua y estricta-
mente decreciente tal que ¢(1) = 0. La pseudo inversa de ¢ es la funcion ¢l : [0,00] — T
definida como

1 ¢7H(t), 0<t<(0),
¢ ](t):{ 07() ¢(0)§t<(o)o. (39)

Lema 3.3.1 Sea ¢ : I — [0, 00] una funcion continua estrictamente decreciente tal que ¢(1) =
0 y sea ¢l=Y la pseudo inversa de ¢ definida por . Sea C : 12 — 1 definida por

C(u,v) = 6o (u) + ¢(v)), u,v €L (3.10)
Entonces C' satisface las siguientes condiciones para una copula

C(u,0) = C(0,v) =0,
Clu,l)=uyC(,v)=v, u,v el

Con base en el Lema anterior, el siguiente teorema caracteriza a las copulas Arquimedianas
pidiendo una caracteristica adicional a la funcién ¢, que es la convezidad.

Teorema 3.3.4 (Definicién de cépula Arquimediana) Como en la Definicion[3.3.3, sea
¢ : 1 —[0,00] tal que $(1) =0 y ¢l la pseudo inversa de ¢. Entonces la funcion C : T> — 1
dada por es una copula si y sélo si ¢ es convezxa.

Coépulas de la forma (3.10)) son llamadas cépulas Arquimedianas. La funcién ¢ es llamada
generador de la cépula. Si ¢(0) = oo, decimos que ¢ es un generador estricto. En este caso
P ==ty C(u,v) = ¢~ (d(u) + ¢(v)) es llamada cépula Arquimediana estricta.

Ejemplo. Considere ¢(t) = [—1log(t)]*, a > 1, ¢ € [0,1]. Debido a que ¢(0) = oo, ¢ es
estricta, lo que implica que ¢!~ (t) = ¢~ 1(t) = exp(—té) y generando C' mediante 1' se
tiene

O(u,v) = exp { = [(~log(u))* + (= log(®))*]* |, a>1,

la cual es la cépula Arquimediana Gumbel-Hougaard.

Una de las propiedades de ésta clase de cdpulas es la relacién que hay entre 7 de Kendall
v la copula a través de su generador, como se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 3.3.1 (Del teorema ([3.3.3)) Sean X y Y wvariables aleatorias con cépula Arqui-
mediana C' y generador ¢. La version poblacional de la 7 de Kendall para X y Y estd dada

por
1

TC:1—|—4/

0

3.4. El problema de no identificabilidad

(t)
50 dt. (3.11)

Como se ha mencionado, uno de los principales intereses en el estudio de riesgos en com-
petencia es obtener la distribucién de (T, C') asi como de sus marginales y, en su caso, de la
distribucién conjunta de los tiempos latentes. Sin embargo, el problema clasico de riesgos en
competencia es que la distribucién de (T, C), en general, no determina la distribucién de los
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tiempos latentes de falla. Esto significa que puede haber diferentes distribuciones conjuntas de
(Ty, Tz, ..., Ty) de las cuales se obtienen las mismas sub confiabilidades para (T, C).

En [7] se consideraron muestras aleatorias con dos riesgos (k = 2), es decir, cada obser-
vacion de (T, C) proviene de una distribucién bivariada de tiempos latentes y los vectores con-
cernientes (77, T%) son independientes e idénticamente distribuidos. Cox mostré que ningunos
datos de este tipo pueden ser inconsistentes con un modelo de riesgos independientes. Lo
anterior se generaliza en el siguiente resultado.

Teorema 3.4.1 (Tsiatis, 1975) Suponga que Frc(t,i),i=1,2,...,k estin dadas por algin
modelo con riesgos dependientes. Entonces existe un unico modelo con riesgos independientes

que proporcionan las mismas sub confiabilidades Fﬂc(t, i), 1=1,2,...,k. Este modelo estd da-
do por
k t
Fi(t) = H T, (ti), donde Fr (t;) = exp [—/ hT,c(x,i)dx}
i=1 0

y las funciones de sub riesgo hr c(t,i) se obtienen a partir de Fr c(t,i).

El teorema anterior nos dice que, como se habia comentado, con base en las observaciones
de (T, C) no se puede discernir si los riesgos son independientes o no.

El problema de no identificabilidad se ilustrard de la siguiente manera. Suponga que en
cierto sistema se presentan dos tipos de falla, que el sistema deja de funcionar cuando se
presenta la primera y ademaés se tiene conocimiento de la funcién de confiabilidad conjunta de
los tiempos de falla [I5], la cual es

FTl,T2(tlat2) = P(Tl > tl,TQ > t2)
= exp(—Aty — pty — vtity), A >0, 0> 0,0 €[0,1] 11 > 0,1 > 0.
(3.12)

Para tal ilustracion, el plan a seguir es:

1. Usando la conﬁ@bilidad coniunta F‘ThTz, se calcularan en forma explicita las dos sub
confiabilidades Fr ¢ (t,1) y Frc(t,2).

2. Con base en el Teorema se calculard la confiabilidad conjunta F:Itl,Tzv donde los
tiempos o riesgos son independientes y se construiran las sub confiabilidades Fjﬁvc(t, 1)

y Fro(t,2).
3. Por ultimo, se comparan las sub confiabilidades obtenidas a partir de FTI,T2 y de F_";:LTQ'
Con base en , la densidad conjunta estd dada por

92
a0t

g [0 =
87t2 |:8tlFT1,T2 (tla t2):|
0

(97 [—()\ + l/tg) exp(—)\tl — pto — thtg)]
Lo

from,(t1,t2) = Fr, 1, (t1,t2)

0 0
_ [()\ + Vtg)a—252 exp(—At1 — puta — virte) + exp(—Aty — pta — utltg)a—tQ()\ + vig)

= — [(A+vta)(—p — vty) exp(—Aty — pty — virte) + vexp(—Aty — uty — vtits)]
= [()\ + I/tg)(ﬂ + I/tl) - l/] eXp(f)\tl - ,Ll,tg — I/tltg). (313)
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Por definicién y con base en (3.13]), la sub confiabilidad estd dada por

Fﬂc(t, 1) P(T >t,C = 1)

T1>t T2>tT1<T2)

/ / fry m, (t1, to)dtadty.

Se calcula la integral interior.

t1

t1
fTth (th tz)dtg = / [()\ + Vtg)(,u + Vt1) — V] exp(—)\tl — /J,tg — Vt1t2)dt2
t t

t1
= / ()\ + I/tg)(,u + th) exp(—/\t1 — pto — l/tltg)dtz
t
t1
—/ vexp(—Aty — uty — viits)dts. (3.14)
t

Para la primera integral se utiliza integracién por partes. Se tiene que

U= A+ vty = du = vdts
dv = (pu + vt1) exp(— Aty — pte — virte)dts = v = —exp(—At; — pta — viits),

de donde
t1
/ ()\ + VtQ)(,u + l/tl) exp(—)\tl — ,th — Vt1t2)dt2 = —()\ + VtQ) GXp(—Atl - /J,tg — thtg)ﬁl
t

ty
+/ vexp(—Aty — pta — viits)dts
t

= (A + vt) exp(—Aty — ut — viqt)
—( N+ vty) exp(—Aty — pty — vt?)

t1
+/ Vexp(—)\t1 — /J,tg — l/tltg)dtg.
t

Asi, con base en lo anterior y de (3.14]), se obtiene
/ fry (b1, t2)dts = (A + vt) exp(—At; — pt — viat) — (A + vi1) exp(—Atp — ptq — vt?)
t

tl tl
+/ I/exp(f)\tl — ILLtQ — I/tltg)dtg — / l/exp(f)\tl — ‘LLtQ — I/tltg)dtg
t t
= (A4 vt)exp(—AMty — put — vtt) — (X + vt1) exp(—Mty — puty — vt?).
De la tdltima igualdad anterior se tiene
oo t1 o0
/ / fTth (tl, tz)dtgdtl = / ()\ + Z/t) exp(—)\tl — ut — tht)dtl
¢t Ji t

o0
—/ (A + vty) exp(—=Aty — pty — vid)dt
t

= —exp(—Aty — pt — vigt)[°

—/ h(t1)dty, h(t1) = (A + vty) exp(=At; — put; — vt?)
t

= exp(—\t — ut — vt?) — / h(ty)dt;.
t
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Asi,
Fr.o(t,1) = exp(—=At — ut — vt?) — / h(ty)dt;. (3.15)
¢
En forma similar se calcula la otra sub confiabilidad. Por definicién
FT,C(t,2) =P(T >t,C=2)

(
=P(T>tT, <T)
=PI >t,To >t,To <Th)

= / / le,Tz (tl,t2)dt2dt1.
t tq

Se calcula la integral interior.

oo

oo
le,T2 (tl, tg)dtg = / [()\ + 1/152)(/1 + th) — V] exp(—)\tl — ptg — thtg)dtg

tl tl

= / (/\ + VtQ)(ILL —+ I/tl) exp(f)\tl — ILLtQ — I/tltg)dtg

t1

—/ vexp(—Aty — uty — vigte)dts. (3.16)
t1

Para la primera integral se utiliza integraciéon por partes. Se tiene que

U= A+ vty = du = vdts
dv = (pu + vtr) exp(—Aty — pte — virte)dts = v = —exp(—At; — pta — viits),

de donde

0o
/ ()\ + Vtg)(u + th) exp(—)\tl — /J,tg — thtg)dtz = —()\ + Vtg) exp(—)\tl — ,utg — Vt1t2)|tof
t1

oo
+/ Z/exp(f/\tl — MtQ — l/tth)dtQ
t1

= (A +vty) exp(—=Aty — puty — vt})

oo
—|—/ Vexp(—/\t1 — /Ltg - l/tltg)dtg.

t1

Asi, con base en lo anterior y de ( , se obtiene

oo

from(t ta)dts = (A + vt) exp(— My — pty — vt]) + / vexp(—At; — uty — viyty)dts

t1 ty

o0
—/ I/eXp(—/\t1 — ,utg — I/tltg)dtg
ty

= (A +vty) exp(—Aty — pty — vt?).

De la tltima igualdad anterior se tiene

/ fr 1, (t, t2)dtadt; = / (A + vty) exp(—=Aty — pty — vt?)dty
t t1 t
/ h(ty)dty,

Freo(t,2) = /OO h(ty)dt;. (3.17)

de modo que
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Ahora se procede a construir el modelo de confiabilidad conjunta que se establece en [31],
donde los tiempos latentes de falla son independiente y dan lugar a las mismas sub confia-
bilidades.

De (3.12)), las funciones de sub riesgo estdn dadas por

hrc(t,1) = — ﬁlOg[FTl,Tg(tth)]
1 ty=to=t
0
=~ loglexp(—At1 — pta — viita)]
tl t1=ts=t
0 (=At1 — pte — vitgta)
= — —(—Aty — pte — virto
Oty ty=to=t
— At (3.18)
9 _
hrc(t,2) = — o~ loglFr, 1, (t1, t2)]
2 ty=to=t

0
=~ loglexp(—At] — pto — viyts)]
to

t1=to=t

0
= — 72(—/\1‘51 — ,utg — l/tltg)

t1=to=t

(3.19)

|
=

+
<

S

Asi, con base en (3.18) v (3.19)), las confiabilidades marginales de los tiempos latentes estdn
dadas por

FZE (t) = exp

de donde, por independencia, la confiabilidad conjunta es

Ffy m,(tte) = Fr, (0)F7, (t2)
1 1
= exp(AtlthQmﬁQVtg), A>0,u>0,0€[0,1],t >0,t, > 0.

(3.20)
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Con base en (3.20), la densidad conjunta estd dada por
82
Ota 0t

0 1 1
=% {(—)\ — vty) exp (—)\tl — pty — iutf — 21/75%)]

from,(t,te) = FF, 1, (t1,t2)

1 1
= (A4 vit1)(p+ vta) exp ()\tl — pto — iz/t% - 21/75%) .

Se procede a calcular las sub confiabilidades.

Fo(t,1) = P(T' >t,C =1)
= P(T>t,T1 <T2)
P(T1 >t,T > 1,1 < TQ)

0o pt1
/ / fi*“l,Tz (tlat2)dt2dt1.
t t

b h 1 1
/ fim, (t t2)dty = / (A + vt1) (1 + vta) exp </\t1 — pity — 5yt% - 2ut%> dt,
t t

Se calcula la integral interior.

1 h 1
= (A +vt1) exp (—)\tl - 2Vt%> / (1 + via) exp (—,utg — 21/t§> dty
t

1 1 "
—(A+vty) exp (/\t1 — 2%%) [exp <,ut2 — 21/15%)}

t

1 1 1
= (A4 vt1)exp (—)\tl - 2%%) [exp (—ut - 21/752) — exp (—,utl - 2%?)}

1 1
= (A+vt1)exp (—)\tl — pt — §ut% - 2Vt2> — (At vt1)exp (—=Aty — pty — vi3).

De la dltima igualdad anterior se tiene

o0 tl oo 1 1
/ f;17T2 (tl,tg)dthtl = / |:()\ + I/tl) exp <)\t1 — /Jt — il/t% — 2yt2>
t t

t
—(A+vty)exp (—)\tl — pty — Vt%)] dtq

1 > 1 *°
exp (—ut — 21/t2> / (A + vty) exp <—)\t1 — 21/15%) dt; — / h(t1)dty
¢ ¢
L o 1A Oo
= —exp | —ut — §Vt exp | —Aty — §ut1 - h(t1)dty
¢

t
= exp (—pt — Mt — vt?) — / h(ty)dt;.
t

Asi,
o0
Ffo(t,1) = exp (—ut — At — vt*) — / h(t1)dt;. (3.21)
t
En forma similar se calcula la otra sub distribucién restante.
Fio(t,2) = P(T >t,C=2)
= P(T>t,T2 <T1)
= P(T1 >t > 11Ty < Tl)

= / I1y m, (t1, t2)dtadty.
¢

t1
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Se calcula la integral interior.

/ fiom, (t, t2)dty = / (A + vt1)(u + vta) exp (/\t1 — pity — iut% — 2ut§> dty

t1 t1

1 > 1
(A + vty) exp (—)\tl — 2Vt%> / (1 + via) exp (—,utz — 21/t§> dts

ty

1 1 >
—(A+vty)exp <—)\t1 - 2ut%> [exp (—utg — 21/@)]

(31
1 1
(A + vt1) exp (—)\tl - 21/25?) exp (—utl - 21/%)

= (A +vt)exp (=Mt — pt1 — vit).

De la igualdad anterior se tiene

/ [y 1, (t1, t2)dtadty = / (A +vty)exp (—Mty — pty — vt]) dty
t t

ty
/ h(ty)dt,

Fro(t,2) = /too h(ty)dty, (3.22)

de donde,

Se comparan las sub confiabilidades obtenidas a partir de (3.12) y (3.20]), respectivamente:
Fro(t1) = / h(t1)dty,
Fro(t,2) = exp(—=At — ut — vt?) — / h(ty)dtq,
t
Fro(t,1) = / h(t1)dty,
t
Ff o(t,2) = exp(—=At — pt — vt?) f/ h(ty)dt;.
t

De lo anterior se observa que las sub confiabilidades derivadas de los modelos de confiabi-
lidad conjunta distintos y son iguales, de donde se concluye que utilizando sola-
mente los datos de riesgos en competencia de la forma (T, C) no es posible seleccionar alguno
de los dos modelos.

3.5. Ejemplo

Para ilustrar una forma en que se pueden analizar datos de riesgos en competencia uti-
lizando lo desarrollado hasta el momento, se utilizard el conjunto de datos presentados en [26]
los cuales consisten en tiempos de vida de componentes eléctricos con sus causas asociadas de
falla. Los tiempos de vida censurados por la derecha son indicados como la causa de falla 0.

Para fines practicos, se propone un modelo de mezcla exponencial y nos enfocaremos so-
lamente en la causa 9, la cual se etiquetard como causa 1 y las demds, excepto los tiempos
censurados, como causa 2 [10]. Dicho modelo de mezcla tiene funciones de sub confiabilidad
dadas por

Fﬂc(t,i) = T; exXp (7)\@25), T € [0, 1], A >0,i=1,2,t>0,
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1 1 35 15 49 15 170 6 329 6 381 6 708 6 958 10
1062 5 1167 9 1594 2 1925 9 1990 9 2223 9 2327 6 2400 9
2451 5 2471 9 2561 9 2565 O 2668 9 2694 9 2702 10 2761 6
2831 2 3034 9 3059 6 3112 9 3214 9 3478 9 3504 9 4329 9
6367 0 6976 9 7846 9 13403 O

Tabla 3.1: Tiempos de falla y causa (T, C) para 36 componentes eléctricos [26].

de las que se obtienen las siguientes sub densidades y confiabilidad marginal de T":

, d - ,
fT,C(taZ) = _&FT,C(t72)7

= 7T1'>\1' exp (7)\1‘75), 1= 1,27

2
Pr(t) = Y Frcl(t,i)
i=1

= w1 exp (—A1t) + ma exp (—Aat)
= mrexp (—A1t) + (1 — 71) exp (—Aat), pues mp + mo = 1.

Los tiempos observados de falla fueron escalados por un factor de 0.001, lo anterior para
lograr estabilidad en las estimaciones de los parametros. Asi, asumiendo que los datos t =
{(ts, ¢;)}1—, son independientes y considerando 8 = (71, A1, A2), se tiene que la log verosimilitud
esta dada por

ny na ns
105t) = > log[fr.c(tin, )] + Y _log[fr.o(tia,2)] + > log[Fr(tis)]
i=1 i=1 =3
ni ni
=N IOg(ﬂ'l)\l) — )\1 Z til “+ no IOg[(l — 7T1))\2] — )\2 Ztig
i=1 i=1
nsa
+ns3 Z IOg[Tf‘l exp (—)\1151‘3) + (1 - 7T1) exp (—>\2ti3)]
=3

ny ny
=N IOg(ﬂ'l)\l) —+ Up) IOg[(]. — ’/'Tl))\g} — ()\1 Z til -+ )\2 Ztg)
=1 =1

n3

+n3 Z log[my exp (—A1ti3) + (1 — m1) exp (—Aatis)],
i=3

donde n1,n2 y n3 son el nimero de componentes que fallaron por la causa 9, por las demas
causas y los censurados, respectivamente.

Las estimaciones puntuales maximo verosimiles y la inversa de la matriz de informacién
observada de Fisher, que es una estimacién de la matriz de varianzas y covarianzas de 6, son

0 = (0.5495186, 0.2204174, 0.7233730),

0.703058500 —0.005308727  0.06069193
1072 [ —0.005308727  0.288260400 —0.02532054
0.060691930 —0.025320549  3.56076741

! () ’9:6
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Una pregunta importante que surge de este analisis es ;las tasas de falla son iguales para
los dos modos de falla? La pregunta anterior se puede expresar por medio de las siguientes
hipotesis

H()I )\1:A2 vSs Hai )\1#)\2,

las cuales se prueban por medio del estadistico de razén de verosimilitudes. Los resultados se
presentan en la Tabla [3.2] y se concluye rechazar Hy a favor de H,, lo que implica que hay
evidencia de los datos a favor de que las tasas de fallas no son iguales.

Bajo Hy: max [ ~ —92.19447
Bajo H,: maxl ~ —88.03793
Estadistico: Dy = 2(92.19447 — 88.03793) ~ 8.313085
p-valor: P[D > Dyl ~ 0.003936049, D ~ X%1) aproximadamente.

Tabla 3.2: Resultados para la prueba de hipdtesis Hy : A1 = Ao ws Hy : A # Ay para el
modelo de mezcla exponencial utilizando la prueba de razén de verosimilitudes.

Modelo de mezcla Weibull

El modelo de mezcla exponencial puede ser extendido a un modelo de mezcla Weibull con
funciones de sub confiabilidad

FT,C(t7i) = T; €Xp [_ ()‘Zt)%]7 T € [07 1]7 /\z > 07 Yi > 07 1= 1727 t > 07

de las que se obtienen las siguientes sub densidades y confiabilidad marginal de T":

. d - N
fT,C(t/L) = _&FT,C(taz)v 1= ]-»2

= A T exp [— (Nit) "], i = 1,2,
2
Pr(t) = Y Fro(t,i)
i=1
= mrexp [— (A\t)"] + (1 — 7)) exp [— (Aat) 7]

Considerando 6 = (71, A1, A2,71,72), las estimaciones puntuales maximo verosimiles y la
inversa de la matriz de informacion observada de Fisher son

6 = (0.4993802, 0.2611175, 0.4944993, 2.0733029, 0.6241909),

0.73606458 —0.01761245 0.11575765 —0.06134572  0.01953382

—0.01761245 0.11272733 —0.05486254 —0.30033202 —0.01294924

I_I(H)yezé =102 0.11575765 —0.05486254 4.39045380 —0.22918548 —0.39205951
—0.06134572 —0.30033202 —0.22918548 13.05382828 —0.07555490

0.01953382 —0.01294924 —0.39205951 —0.07555490 1.64395955

Con base en lo anterior, se puede hacer una prueba de razén de verosimilitudes para decidir
cual modelo ajusta mejor a los datos: un modelo de mezcla exponencial (Hp) o un modelo de
mezcla Weibull (H,). Los resultados se muestran en la Tabla y se concluye que el modelo
de mezcla Weibull ajusta mejor a los datos que el modelo de mezcla exponencial.



30 CAPITULO 3. ANALISIS DE DATOS DE RIESGOS EN COMPETENCIA

Bajo Hy: méx ! ~ —88.03793
Bajo H,: max! ~ —83.27925
Estadistico: Dy = 2(88.03793 — 83.27925) ~ 9.51737

p-valor: P[D > Dg] =~ 0.00857688, D ~ X%g) aproximadamente.

Tabla 3.3: Resultados para la comparacién de los modelos de mezcla exponencial y mezcla
Weibull utilizando el estadistico de razén de verosimilitudes.

Por otro lado, empleando el enfoque de tiempos latentes de falla, se propone una confiabi-
lidad Weibull bivariada como modelo de confiabilidad conjunta para (77, 7%), el cual es

) ANE BT
FTl,Tg(tlth) = P(Tl > tl,TQ > tz) = exp{— [(Ai) + <)\22> ] },

)\17)‘2,7%72 > 07 ac (O’ 1]7 tlatQ > 0.

Las sub densidades estan dadas por

=12,

ti=to=t

9
ti)=— —F t1,t
fT,C(vZ) atz Tl,Tg( 1, 2)

de donde

meten =en{-[(£) "+ (5) T} [(5)
et =en{-[(5) -+ (5)

De las expresiones anteriores para las sub densidades y haciendo 6 = (A1, A2, 71,72, @), la
log verosimilitud es

o2

2

R

| I

Q

——

| — |
VR
=
N——

o2

+

N
&~
N———

1(05t) = log[fr.c(tin, )]+ > _log(frc(tia,2)] + > log[Fr, 1 (tis, tis)]-
i=1

i=1 i=1

Para maximizar la log verosimilitud de los 5 parametros, los valores iniciales propuestos
para los cuatro primeros pardmetros se obtuvieron de las estimaciones marginales por medio
de papeles de probabilidad; como valor inicial del parametro de dependencia se propone el
valor de 0.5, resultando

0 = (3.2890626, 4.0833379, 1.1349920, 0.7618795, 0.1532146).

En la Figura se muestra que, apesar de la estimacién puntual del pardmetro de depen-
dencia «, se cuenta con escasa informacién de éste, pues un corte en 0.146 a la verosimilitud
perfil relativa ([30]) produce un intervalo aproximado de verosimilitud confianza de 95 % que
contiene el rango completo de variacién de «.

«a
Al hacer la siguiente reparametrizacién & = log 1] se tiene que a € R. En la Figura
@

[3:3] se observa un comportamiento similar que en la Figura [3.2] A pesar de que se tiene una
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Log verosimilitud perfil Verosimilitud perfil relativa
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Figura 3.2: Log verosimilitud y verosimilitud perfil relativa del parametro de dependencia a.

estimacién puntual de & ~ —1.7096107 (que corresponde a & ~ 0.1532142), se observa una
cola derecha bastante pesada en la verosimilitud perfil relativa. Conforme & crece, pareciera
que la perfil relativa tiende a un valor asintdtico alrededor de 0.15. En este caso tampoco es
posible dar un intervalo informativo para a.

Log verosimilitud perfil Verosimilitud perfil relativa
0
8 o |
| —
o @ |
< o
i
—~ —w©
= = o 7
ldg ] [t}
~— | S=
o 53
o
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o |
o
T T T T T I T T T T T I
-4 -2 0 2 4 6 -4 -2 0 _ 2 4 6
a a

Figura 3.3: Log verosimilitud y verosimilitud perfil relativa del pardmetro &.

Modelo utilizando cépulas
Otra manera de proponer un modelo bivariado para (T7,T3) es utilizando cépulas. Se
utilizard la cépula arquimediana Gumbel con marginales Weibull. La cépula Gumbel es

1

Calu,v) = exp { = [(~log(u))* + (~log(1))*]* } . w,v € [0.1], a > 1,
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1
con generador ¢(t) = [—log(t)]*. Con base en (3.11)), se tiene que 7 = 1 — —, que es la relacién
!

entre el parametro de dependencia « y la 7 de Kendall.

Asi, la distribucién bivariada es
Fr, 1,(t1,t2) = Co[Fr, (t1), P, (t2)], t1,t2 >0,
de donde la confiabilidad conjunta estd dada por

Fry 1y (t1,t2) = P(Ty > t1, Ty > o)
=1-P{Ty < t1} U{Tz < t2})
= 1— Fp,(t1) — Fr,(t2) + Fr, 1, (t1,t2)
= 1—Fp,(t1) — Fr,(t2) + Co[Fr, (t1), Fr, (t2)].

Las sub densidades son

) 0 - )
freo(ti) =— %FTl,Tz(tlatz) ,i=1,2,
g t1=ta=t

esto es

o) = fr,(0) {1 = s - og(F (0] CLEr, (0. Fr 0]}

mwm=hmﬂ1 [ﬂﬂ%mWﬁwwm%@ﬁ

_ 1
FT2 (t)

Con base en la relacién 7 = 1— é, en el método de optimizacién se propone a 50 como cota
superior de buisqueda para «, que corresponde a un valor de 7 = 0.98. La estimacién puntual
méximo verosimil de § = (A1, A2, 71, Y2, @) es

6= (2.334394, 2.535393, 1.085865, 1.133581, 50).

Con base en la figura[3.4] se intuye que la estimacién puntual de « es debido a la restriccién
de busqueda, pues se observa que la log verosimilitud es creciente.

Log verosimilitud perfil Verosimilitud Perfil Relativa

-62
1.0

|
0.8
|

-66
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|
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Ip(a;t)
|
04

-70
|
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Figura 3.4: Log verosimilitud y verosimilitud perfil relativa del parametro & para el modelo
con la cépula Gumbel.



Capitulo 4

Riesgos en Competencia en
Sistemas Reparables

La confiabilidad juega un papel vital en el desarrollo de productos de calidad. Para muchos
productos, los clientes ven a la confiabilidad como una de las caracteristicas mas importantes de
calidad. En las dltimas décadas se ha hecho investigacién en confiabilidad, sin embargo, mucha
de esta literatura estd enfocada a sistemas no reparables, esto es, sistemas que al momento de
fallar son reemplazados. En el presente capitulo se realiza un breve estudio sobre la confiabili-
dad de sistemas reparables, es decir, sistemas en los que al momento de fallar o dejar de realizar
sus funciones adecuadamente, puede restaurarse a condiciones de operacién por cualquier método
excepto el reemplazo completo del sistema. En la seccién se presenta la terminologia para
estos sistemas. Generalmente, los sistemas reparables suelen modelarse probabilisticamente me-
diante ciertos procesos estocasticos denominados procesos puntuales, que describen la ocurrencia
de ciertos eventos de interés a través del tiempo. En la seccién se presentan algunas defini-
ciones y conceptos bdsicos para trabajar con estos modelos. En muchos casos, cuando se analizan
conjuntos de datos, es comdn hacer hipétesis de independencia e igualdad (aunque posiblemente
desconocida) de su ley de probabilidad. Cuando este es el caso, surge una clase especial de procesos
puntuales, que son los procesos de renovacién. Dentro de los procesos de renovacién, uno que es
especialmente util para modelar tiempos entre falla de cierto tipo de sistemas reparables, es el
proceso de Poisson homogéneo en el que se asume una distribucidon exponencial para los tiempos
entre falla. En las secciones y se definirdn en forma precisa los procesos de renovacién y
los procesos de Poisson, asi como el proceso de Poisson no homegéneo, menciondndose resultados
importantes en el estudio de estos [29]. En la seccién se describen algunos métodos con los
cuales se pueden elegir los modelos estocasticos que mejor describan a los datos para, posterior-
mente, hacer la inferencia sobre los pardmetros. Por otro lado, una liga entre el estudio de los
sistemas reparables y de riesgos en competencia es la accién de mantenimiento, en particular, el
mantenimiento preventivo. En la seccién se presentan los diferentes tipos de mantenimiento
haciéndo énfasis en el mantenimiento preventivo basado en condicién y, por dltimo, en la seccién
se describen algunos modelos para datos de riesgos en competencia.

4.1. Terminologia y notacién para sistemas reparables

Para fines de este trabajo, un sistema lo definiremos como la coleccion de dos o mas
partes, las cuales estan disefiadas para que, en conjunto, desarrollen una o mas funciones es-
tablecidas. La definicién anterior es general y es aplicable en bastantes areas, por ejemplo, se
puede estar interesado en el estudio del sistema respiratorio de una persona en particular. En
confiabilidad se presentan tipos especiales de sistemas, como lo son los sistemas reparables.
Un sistema reparable es aquel sistema que, una vez que ha fallado en la realizacién de alguna

33
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de sus funciones, puede restaurarse a condiciones de operacién por cualquier método excepto
el reemplazo completo del sistema. Ya que los sistemas generalmente estdn compuestos por
varias partes o componentes, estos sistemas pueden fallar debido a mas de una causa, de modo
que el comportamiento o patrén que siguen los tiempos entre falla es de vital importancia.
Por ejemplo, si los tiempos entre falla tienden a ser més grandes, esto es una indicaciéon de
un incremento o mejora de la confiabilidad, pues el sistemas “se tarda més en fallar”, de lo
contrario, si estos tiempos son cada vez mas pequenos, la confiabilidad del sistema es cada vez
menor o estd en decremento ya que el sistema “falla cada vez més rapido”.

Como ejemplo de un sistema reparable se puede considerar a un automovil, ya que muchas
de las fallas se pueden reparar sin necesidad de cambiar el auto por completo. Por ejemplo, si
se tiene el problema de encendido debido a la mala conexién de la bateria con los cables que
alimentan el sistema eléctrico, el problema se puede solucionar con una adecuada limpieza y
conexion de los cables y no es necesario cambiar el auto. Un sistema no reparable es aquel que
es descartado o restituido después de una falla. Como un ejemplo sencillo podemos pensar en
un foco, el cual una vez que ha fallado, es decir, se ha fundido, la tinica forma de repararlo es
cambiarlo por completo.

Figura 4.1: Ejemplo de un sistema reparable y un sistema no reparable.

Ya que este tipo de sistemas es muy variado, para su tratamiento se debe tener claro la
escala de tiempo que se va a utilizar en las mediciones de los tiempos de falla. Por ejemplo,
para un refrigerador, el cual estd trabajando continuamente, podria ser apropiado medir el
tiempo como el tiempo transcurrido desde que se puso en operacién. El niimero de kilémetros
manejados puede ser una medida razonable de la “edad” de un automévil, méas que el tiempo
desde que fue puesto en servicio.

Para un sistema reparable, denotaremos a 0 < 77 < To < --- como los tiempos de falla
medidos en tiempo global, esto es, medidos desde que el sistema se puso en operacion. Los
tiempos entre fallas se denotaran como X, X5, . ... Con base en lo anterior, se tiene la siguiente
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relacién entre los tiempos de falla y los tiempos entre falla

X1 =1
Xo =Ty —T) (4.1)
X3 =T1T3-15

Equivalentemente, (4.1]) se puede escribir como

T = X3
Ty = X1 + X» (4.2)
T3 = Xqi +Xo+ X3

Para precisar los conceptos de registros hechos en tiempo global y en tiempo local, se
presentan las siguientes definiciones.

Definicién 4.1.1 (Tiempo global) Se dice que las fallas de un sistema reparable son medi-
das en tiempo global si y sdlo si las fallas son registradas desde que el sistema se comenzo a
operar. Las fallas en tiempo global se denotardn por Ty < Ty < ---.

Definicién 4.1.2 (Tiempo local) Los tiempos de falla de un sistema reparable son medidos
en tiempo local si y sdlo si los tiempos de falla son registrados como tiempos desde la ultima
falla. Las fallas en tiempos local serdn denotadas por X1, Xo, ...

Como se menciond, el comportamiento de los tiempos entre falla es importante en el estudio
de sistemas reparables, ya que dan informacion acerca del deterioro o mejora que presenta.
Estos conceptos se definen a continuacion.

Definicién 4.1.3 (Deterioro y mejora) Diremos que un sistema reparable estd en dete-
rioro si los tiempos entre fallas tienden a ser cada vez mds pequenos. Por el contrario, si los
tiempos entre fallas tienden a ser cada vez mds grandes, diremos que el sistema estd en mejora.

Para un sistema no reparable, el tiempo de vida, como se ha mencionado, puede conceptua-
lizarse como una variable aleatoria no negativa. Ya que la falla de un sistema no necesariamente
afecta el funcionamiento de otro sistema similar que se puede localizar en cualquier otro lado,
es razonable suponer que los sistemas tienen tiempos de falla independientes. Mds aun, si
los sistemas fueron fabricados mediante el mismo proceso de manufactura y bajo las mismas
condiciones, es sensato suponer que los tiempos de falla son idénticamente distribuidos. Asi,
con base en lo anterior, se suponen que los tiempos de falla son independientes e idénticamente
distribuidos (i.i.d.).

4.2. Teoria basica de procesos puntuales

Una forma de modelar los tiempos de falla de sistemas reparables es por medio de un tipo
de procesos estocasticos llamados procesos puntuales. Definiremos un proceso puntual como
un proceso estocastico que describe la ocurrencia de eventos en el tiempo. Estas ocurrencias
son pensadas como puntos en el eje del tiempo. En general, los tiempos entre ocurrencias no
son independientes ni idénticamente distribuidos. Para nuestro propdsitos, estas “ocurrencias
en el tiempo” serdn los tiempos de falla de un sistema reparable.

Para el estudio de los procesos puntuales, se necesita una variable que “cuente” los eventos
en el tiempo. Esta variable se define a continuacion.
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Definicién 4.2.1 (Variable aleatoria de conteo) Sea N(t) la variable aleatoria que deno-
ta el nimero de eventos (en nuestro caso fallas) en el intervalo (0,t]. Cuando el argumento
es un intervalo de la forma N(a,b], la variable en cuestion denota el nimero de fallas en ese
intervalo. N es llamada variable aleatoria de conteo.

Ya que en general un proceso estocastico es una sucesién de variables aleatorias en el
tiempo, es de interés tener conocimiento de la distribucién conjunta de estas variables en
cierto intervalo de tiempo. En nuestro caso, un modelo estocastico para un proceso de con-
teo queda especificado si para toda n y t1,ts,...,t,, se conoce la distribuciéon conjunta de

N(t1),N(t2),...,N(t,).

Los siguientes resultados son utiles en la caracterizacion de los procesos puntuales.
Teorema 4.2.1 Para cualquier proceso puntual, se tienen las siguientes equivalencias

1. T, >ve N(v) <i.

2. T; <w<s N(w) > i

3 v<T;<w<s Nw) <i< N(w).
Teorema 4.2.2 La funcion de densidad conjunta de los siguientes conjuntos de variables
aleatorias determina la funcion de densidad conjunta de las otras.

1. N(u1),N(uz2),...,N(u,) para cualesquiera n y uy, g, ..., Uy,.

2. T1,Ts,...,T, para cualquier n.

3. X1, Xo,..., X, para cualquier n.

En muchas aplicaciones es muy importante saber el niimero promedio de eventos que se
presentan hasta algtin tiempo t y también alguna medida que indique la frecuencia de eventos
por unidad de tiempo, lo que motiva las siguientes definiciones.

Definicién 4.2.2 (Funcién media de un proceso puntual) La funcién media de un pro-
ceso puntual estd definida por
A(t)=E[N(t)], t>0.

Definicién 4.2.3 (Tasa de ocurrencia de fallas (ROCOF)) Cuando A es diferenciable,
definimos la tasa de ocurrencia de fallas como

it = L0

La funcién ROCOF (por sus siglas en inglés) puede ser interpretada como la tasa instantédnea
de cambio en el niimero esperado de fallas.

t>0.

En agunos casos, la probabilidad de que se presenten cierto ntimero de eventos en un
intervalo de tiempo, depende solamente de la longitud del intervalo y no de la posiciéon que
tenga este en el tiempo. Por otro lado, algunos procesos tienen la caracteristica de que el
nimeros de eventos en intervalos ajenos son independientes. De las propiedades anteriores se
derivan las siguientes definiciones.

Definicién 4.2.4 (Incrementos estacionarios) Un proceso puntual tiene la propiedad de
incrementos estacionarios si para toda k

P(N(t,t+ s =k)
es independiente de t, es decir,

P(N(t,t+s] =k) = P(N(0,s] = k), paratoda k =0,1,2,... . (4.3)
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Definicién 4.2.5 (Incrementos independientes) Un proceso puntual tiene la propiedad
de incrementos independientes si para toda n y para todas s1 <11 <19 < S3< -+ <71y < Sy,
las variables aleatorias N (r1,s1], N(re, sa], ..., N(rp, $n] son independientes, es decir,

P(N(ri,81) =k, s N(rn, sn] = kn) = HP (rs, i) = ki).
Otra funcién importante en el estudio de los procesos puntuales es la funcién de intensidad.

Definicién 4.2.6 (Funcién de intensidad) La funcién de intensidad de un proceso puntual
se define como

P[N(t,t + At] > 1]

im .

At—0 At

Intuitivamente, la funcién de intensidad es la probabilidad de que ocurra al menos una
falla (evento de interés) en un intervalo pequenio dividida por la longitud de este. Se presen-
tardn més fallas donde A(t) toma valores grandes y pocas donde tome valores pequenos. Es
importante diferenciar la funcién de intensidad con la funcién de riesgo definida en . La
funcién de riesgo es el limite de una probabilidad condicional, no asi la funcién de intensidad.

La funcién de intensidad y la funcion ROCOF presentan una relacion interesante como se
muestra en el siguiente resultado,

Teorema 4.2.3 Si la probabilidad de fallas simultdneas es cero, entonces \(t) = u(t).

Una funcién de intensidad un poco mas general que la definida anteriormente se presenta
condicionando en la historia del proceso.

Definicién 4.2.7 (Funcién de intensidad completa) La funcién de intensidad completa
estd definida como
P(N(t,t+At] > 1| H
A(t) = tim DN A2 1] H)
At—0 At

donde H; es la historia del proceso.

La Figura [4.2] ilustra una funcién de intensidad completa para un proceso puntual. La
funcién de mtenSldad completa mostrada en la Figura [4.2| estd condicionada en fallas que
ocurrieron en los tiempos t = 2, 5, 9, 11, 13, 15. Note que después de cada falla, la funcién
tiene el mismo comportamiento que cuando inicia en ¢t = 0; esto es cierto tanto para la
primera falla como para la sexta. Por lo tanto un proceso de renovacién no podria ser usado
para modelar un sistema que estd en deterioro, debido a que en cada falla el sistema regresa
a condiciones de operacion similares a las que tenia cuando nuevo.

Ya que los sistemas que se estan estudiando son sometidos a reparaciones al momento de
fallar, estas reparaciones juegan un papel fundamental en el desempeno posterior del sistema.
Dependiendo de las condiciones que presenta el sistema después de haber sido reparado, se
distinguen al menos dos tipos de reparacién: minima y perfecta, las cuales se definen en seguida.

Definicién 4.2.8 (Reparacién minima) Una reparaciéon minima es aquella que se presenta
cuando la reparacion hecha a un sistema deja a éste en las mismas condiciones de operacion
que tenia justo antes de la falla.
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05—

Figura 4.2: Funciéon de intensidad completa, condicionada en los tiempos de falla t =
2,5,9, 11, 13, 15.

Definicién 4.2.9 (Reparacién perfecta) Una reparacién perfecta es aquella que se pre-
senta cuando la reparacion hecha a un sistema deja a éste en condiciones de operacion como
si fuera nuevo.

Como se vera mas adelante, el tipo de reparaciones hechas al sistema influirdn sobre la
eleccion del proceso puntual.

4.3. Procesos de renovacion

Cuando se realiza una reparacién perfecta después de cada falla, los tiempos entre falla
X1, X5, ... debieran ser idénticamente distribuidos. Si agregamos la hipétesis de independencia
entonces el proceso de fallas se conoce como proceso de renovacion.

Recordando que la variable aleatoria discreta N(t) es el nimero de fallas en el intervalo
[0,1], se tiene

k
PIN(t) > k] =P(Ty <t)=P (Z:XZ < t) .

Para encontrar la distribucién de N(t) se necesitard conocer la distribucién de una suma
de variables aleatorias independientes. Para esto, el siguiente concepto es 1til.

Definicién 4.3.1 (Convolucién) Sean f y g densidades tales que v <0 = f(z) = g(z) =
0. La convolucién de f y g estd definida por

(f * 9)(a) = / " fw)ale — y)dy. (4.4)

Asi, de la definicién anterior se tiene el siguiente lema que muestra la forma de calcular la
distribucién de una suma de dos variables aleatorias independientes.

Lema 4.3.1 Si X y Y son variables aleatorias independientes no negativas con densidades
fx v gy, respectivamente, entonces la densidad de la suma Z = X +Y estd dada por

fz(2) = (fx * gv)(2).
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Observe que N (t) satisface
k
PIN(t) > k] =P (Z X; < t) = F® (1),
i=1

donde F)((k) (t) es la funcién de distribucién de la k—ésima convolucién de la densidad fx. Con
base en lo anterior, la funcién media y la funcién ROCOF para un proceso de renovacién son,
respectivamente,

Alt) = EIN(1)]

I
Nk
™
=3
=
I
=

k=1

- iP(N(t) > k)
k=1

= ZF)((’“)(t), t>0,
k=1

d d k) o (k)
plt) = A =+ S FI W)=Y 71, t>o0,
k=1 k=1

donde f)(ck ) es la funcién de densidad de la k-ésima convolucién de fx.

4.3.1. El proceso de Poisson

En la seccion anterior se hablé sobre los procesos puntuales. En la presente haremos refe-
rencia a un tipo especial de éstos procesos puntuales y procesos de renovacion, el cual es el
proceso de Poisson homogéneo, que es un proceso estocasticos muy 1til para modelar tiempos
entre falla de sistemas reparables. En la seccién posterior se hablara de un proceso més general
que el de Poisson homogéneo, el de Poisson no homogéneo, el cual no pertenece a la clase de
procesos de renovacién.

La distribuciéon de probabilidad Poisson es utilizada como modelo en un gran nimero de
aplicaciones. Tiene un papel central en el estudio de los procesos de Poisson, de manera que
se dard la definicion de ésta.

Definicién 4.3.2 Una variable aleatoria X sigue una distribucién Poisson de pardmetro ¢ >
0 (X ~ POISSON(¢)) si y sdlo si es una variable aleatoria discreta y su funcidn de masa de
probabilidades estd dada por

_ 9" exp(=9)

p(r) = P(X = 1) =

,xt=0,1,2,....

Algo que caracteriza a la distribucién Poisson es la igualdad que preserva su media y
varianza, como lo muestra el siguiente resultado
Teorema 4.3.1 Si X ~ POISSON(¢), entonces E(X) =¢ y V(X) = ¢.

Como en el capitulo anterior, denotaremos a N(t) como el ntimero de fallas (eventos de
interés) hasta el tiempo ¢, y N(a,b] el nimero de fallas en el intervalo de tiempo (a,b]. Con
base en lo anterior, se presenta la definicion para un proceso de Poisson.
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Definicién 4.3.3 (Proceso de Poisson) Un proceso de conteo es llamado un proceso de
Poisson si y sdlo si cumple con las siguientes propiedades:

2. Tiene incrementos independientes.
3. Eziste una funcion X tal que

PIN(t,t + Al = 1]
At—0 At ’

La funcion A es llamada la funcién de intensidad del proceso de Poisson,

>
[ PIN(tt+ At > 2]

At—0 At =0

La propiedad 4 de la definicién anterior excluye la posibilidad de fallas simultaneas. Con
base en las propiedades de un Proceso de Poisson se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.3.2 Las propiedades (1) — (4) de la definicidn anterior implican que

PIN(t) = n] = % (/Ot A(x)dx)nexp (— /Ot)\(x)dx> n=0,1,2,... .

Corolario 4.3.1 Para un proceso de Poisson, la variable aleatoria N(a,b] tiene una distribu-
cton Poisson con media ,
/ Az)dz.
a

El corolario anterior es una motivacién del nombre a este proceso, ya que la variable
aleatoria de conteo N(t) sigue una ley de probabilidad Poisson cuyo pardmetro depende de la
longitud del intervalo. El siguiente teorema da una caracterizacién de un proceso de Poisson.

Teorema 4.3.3 Un proceso de conteo N(t) es un proceso de Poisson si y sélo si

2. FEl proceso tiene la propiedad de incrementos independientes, y

3. Para cualquier 0 < a < b, N(a,b] ~ POISSON (f; A(x)d:z:).
Proceso de Poisson homogéneo

Definicién 4.3.4 El proceso de Poisson homogéneo (PPH) es un proceso de Poisson con
funcion de intensidad constante.

El PPH es el modelo més simple utilizado para los sistemas reparables, pero se debe emplear
con precaucion, ya que no puede ser utilizado para modelar sistemas que se encuentran en
deterioro o en mejora, pues la funcién de intensidad debe ser constante. Tiene una relacion
muy importante con la distribucién exponencial como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.3.4 Un proceso de conteo es un PPH con intensidad A(t) = XA > 0, t > 0, si y sdlo
si los tiempos entre fallas son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
exponenciales con media 1/\.
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El resultado anterior exhibe al proceso de Poisson homogéneo como un proceso de reno-
vacién, pues los tiempos entre falla son i.i.d. Como se vera mas adelante, los siguientes teoremas
son de utilidad para hacer inferencia sobre la tasa de fallas A utilizado el método de méxima
verosimilitud.

Corolario 4.3.2 Si 0 < T}, < Ty < --- < T, son los tiempos de falla de un PPH con
intensidad \ > 0, entonces la densidad conjunta de Ty, Ts, ..., T, estd dada por

fT17T2;-“7Tn (tl,tg, - ,tn) =\" eXp(—/\tn), O<ti <ta < - <ty

Teorema 4.3.5 Sean 0 < T} < Ty < --- < T, los tiempos de falla de un PPH, entonces,
condicionado a T, = t,, las variables aleatorias Ty < Ts < --- < T, _1 se distribuyen como los
n — 1 estadisticos de orden de un distribucion uniforme en el intervalo (0,t,).

Teorema 4.3.6 Para un PPH, condicionado a N(t) = n, los tiempos de falla Ty < Tp <
<o < T < T, se distribuyen como estadisticos de orden de una distribucion uniforme en

0,1).

= Longitudes entre tiempos de falla.

Supongamos que fijamos un tiempo t > 0, y es de interés estudiar el tiempo de la siguiente
falla o la falla més reciente. Estas ideas se pueden formalizar en las siguientes definiciones.

Definicién 4.3.5 (Vida residual) El tiempo de vida residual es Fy = Tiy(y41 — t, esto es,
el tiempo de espera hasta la proxima falla si se empieza a observar desde el tiempo t.

Definicién 4.3.6 (Edad o vida actual) La edad o vida actual es B; =t — Ty, esto es,
el tiempo desde la falla mds reciente.

Definicién 4.3.7 (Vida total) La vida total es Ly = Fy + By.

En la Figura [4.3] se ilustran las cantidades anteriores.

Figura 4.3: Posibles variables de interés para un proceso de renovacion.

4.4. El proceso de Poisson no homogéneo

Dentro de los procesos de Poisson se encuentran dos clases, las cuales se identifican por el
tipo de su funcién de intensidad. Uno es el proceso de Poisson homogéneo y otro el proceso
de Poisson no homogéneo, el cual se define en seguida.

Definicién 4.4.1 (Proceso de Poisson no homogéneo) FEl proceso de Poisson no homogéneo
(PPNH) es un proceso de Poisson cuya funcién de intensidad no es constante.
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Ya que el PPNH es mas general que el PPH, se presentara la forma en que se construye
la funcién de verosimilitud considerando una intensidad no necesariamente constante, A(t), y
con base en datos que presentan distintos tipos de censura.

» Funcion de verosimilitud

Dado un conjunto de tiempos de falla, se construira la funciéon de verosimilitud para tres
distintos tipos de censura en los datos [I1].

e Censura tipo I

Definicién 4.4.2 (Censura tipo I) Cuando la prueba se detiene después de un tiempo pre-
determinado, se dice que los tiempos registrados presentan censura tipo I.

Para los datos que son censurados de esta manera, la funcién de verosimilitud se puede
obtener como sigue. Suponga que se ha observado un sistema reparable en el intervalo de
tiempo (0,to] y que se registraron fallas en los tiempos ¢1,ta,...,t,, los cuales se pretenden
modelar con un PPNH con funcién de intensidad A(t). Con base en lo anterior y recordando
que N(a,b] ~ POISSON (f: A(t)dt), en la Tabla se presentan las probabilidades de falla

y no falla en el intervalo (a,b).

Evento Probabilidad

0 fallas en (a,b) exp [— ff /\(t)dt]

1 falla en (a,b) exp [— fab )\(t)dt} f: A(t)dt.

Tabla 4.1: Probabilidad de falla y no falla en el intervalo (a,b) para un PPNH con funcién de
intesidad A(t).

Asi, de lo anterior y considerando la propiedad de incrementos independientes, la proba-
bilidad de no observar fallas en (0,¢1), una falla en (t1, ¢ + At1), cero fallas en (t1 + Atq, t2),

una falla en (ta,t2 + Ats) y asi sucesivamente hasta la probabilidad de no observar fallas en
(tn + Aty to), estd dada por

exp {— /0 " /\(t)dt] exp [— /t :Mtl )\(t)dt] /:wl A(t)dt-exp [— /t :;tl )\(t)dt]..sexp {— /:w )\(t)dt}
[ [wa [T e [0 Mt)dt]

x/tlwh /\(t)dt/t2 /\(t)dt-...-/tto M)t

t1 t1+At nt+Aty,

to t1+Aty t2 to
— exp [— / A(t)dt} / A(t)dt / AB)dt- .- / A(t)dt.
0 t1 t1+Aty tn+At,
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Dividiendo por Aty Aty -...-At, y haciendo At; — 0, i =1,2,...,n, resulta que la funcién
de verosimilitud es:

1 to t1+Aty to
L= lim -...- Ui - A(t)dt A)dt - ... - A(t)dt
Atiso At At; Aty - ... - At, P [ /0 ®) } /tl ®) /thrAtn ®)
t1+At1 1 tn+Aty,

= exp [ dt} Jim Atl A(t)dt - ... A}tlnrgo A ) A(t)dt

n

= [ exp[ /0 At } (4.5)

i=1

e Censura tipo II

Definicién 4.4.3 (Censura tipo II) Cuando la prueba se detiene después de un predeter-
minado numero de fallas, se dice que los tiempos registrados presentan censura tipo II.

Para los tiempos con censura tipo II, la funcién de verosimilitud es la densidad conjunta
de los tiempos de falla Ty, T5, ..., T,. Esta afirmacién es consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 4.4.1 La densidad conjunta de los tiempos de falla Ty, T, ..., T, para un PPNH
con funcidn de intensidad \(t) estd dada por

P it (bt ) = [[ M) - exp [ /Ot" )\(x)da:} . (4.6)

i=1
Lo siguientes resultados seran de especial utilidad para la construccién de estadisticos de

prueba en el contraste de ciertas hipdtesis que se presentaran en la seccién

Lema 4.4.1 El tiempo de la n-ésima ocurrencia de un PPNH con funcidn de intensidad \(t)
tiene funcion de densidad

fr, (8) = exp[—A(t)], t > 0.
Teorema 4.4.2 Si los tiempos de falla de un PPNH son Ty < Ty, < --- < T,, entonces,

condicionado a T, = t,, las variables aleatorias Ty < To < --- < T,,_1 se distribuyen como los
n — 1 estadisticos de orden de una variable aleatoria con funcion de distribucion

0, t<0
A(t

G(t) = A(Ef))’0<t§t"
1, t>ty.

e Censura por intervalo

En ciertas ocasiones puede resultar muy costoso mantener al personal continuamente en la
prueba registrando los tiempos de falla y se opta por hacer inspecciones. En este caso, no se
observan los tiempos de fallas sino que solamente se conoce el intervalo de tiempo en el que
las fallas se presentaron.

Definicién 4.4.4 (Censura por intervalo) Cuando en un estudio no se tiene el tiempo de
la falla, sino solamente se sabe que la falla ocurric en cierto intervalo de tiempo, se dice que
el dato registrado presenta censurado por intervalo.
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Bajo este escenario, suponga que se tienen ny,ns,...,n,, fallas independientes registradas
en los siguientes intervalos disjuntos, (a1, b1], (az,b2], ..., (@m, bm]. Haciendo un procedimiento
similar al que se utiliz6 para obtener (4.5)), se tiene que la funcién de verosimilitud es

L=1I W exp [— > /b )\(t)dt] . (4.7)

4.5. Analisis de datos de un sistema reparable

En esta seccién se expondran algunas formas en las que se pueden analizar los tiempos
de falla de un sistema reparable. Se comenzara con métodos graficos clasicos y la manera en
que se utilizan para elegir un modelo adecuado para la funcién de intensidad en el caso de los
procesos de Poisson.

4.5.1. Meétodos graficos

Los métodos graficos pueden ser usados para visualizar datos de un sistema reparable, tener
idea del comportamiento de los datos y también para ayudar a tomar una decision razonable
en la seleccién de un modelo. Una de las principales preguntas que se plantean al momento de
analizar estos datos es si los tiempos entre fallas presentan evidencia de tener alguna tenden-
cia, esto es, {los tiempos entre fallas tienden a ser més grandes o més pequenos?

Una herramienta sencilla para detectar tendencias en los tiempos entre falla es la grafica
del ntimero acumulado de fallas N (¢;) contra el tiempo global de fallas ¢;. En particular, com-
portamiento no lineal es evidencia en contra del supuesto de que los tiempos entre fallas X;
son 4.i.d. [11]

Sistemas para los cuales la gréfica de N(¢;) contra t; muestra un comportamiento lineal
es evidencia a favor de que el sistema permanece estable en el tiempo en que los datos fueron
recolectados. En este caso, los procesos de renovacién y en particular un PPH pueden ser
modelos apropiados para los datos si los tiempos entre fallas son independientes. Si la grafi-
ca presenta curvatura, ya sea céncava o convexa (o posiblemente céncava en un intervalo y
convexa en otro o viceversa), entonces un proceso de renovacién no es un modelo adecuado
ya que hay evidencia en contra del supuesto de igualdad en ley de probabilidad. Un com-
portamiento céncavo en la grafica indica una mejora en la confiabilidad, pues los tiempos
entre falla tienden a ser méas grandes, por otro lado, un comportamiento convexo en la grafica
indica un decremento en la confiabilidad, pues los tiempos entre fallas tienden a ser més cortos.

Sistemas para los cuales la grafica de N(t;) contra i muestra curvatura, suelen ser modelados
con procesos no estacionarios, los cuales describen la ocurrencia de las fallas en el tiempo. Un
proceso no estacionario que se utiliza es el PPNH, el cual es un modelo conceptualmente
simple, puede modelar sistemas en mejora y en deterioro, ademés que el proceso de inferencia
estadistica estd considerablemente desarrollado y su realizacién no es muy complicada. Como
ejemplo de tendencia en los datos, en la Figura se presenta una grafica de N(t) contra t
para un conjunto de tiempos de falla. En este caso la tendencia es concava, lo que indica que
los tiempos entre falla tienden a ser mas pequenos y como consecuencia se puede decir que el
sistema estd en deterioro.

4.5.2. Modelos para los PPNH

Para el caso en que los tiempos entre falla presenten tendencia, se puede pensar en los PPNH
para modelarlos. En la seccién 4] se construyeron las funciones de verosimilitud considerando
tres tipos de censura, quedando las expresiones en términos de los tiempos (o intervalos) de
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Tiempos de falla de una maquina.

50 60 70
0000,
o006,
o0

N(t)
30 4‘0
%%%00000000000,

7
a0,

0
.

Figura 4.4: Ejemplo de tendencia en tiempos de falla para una méquina de propulsién.

falla y de la funcién de intensidad. En seguida se presentan algunos modelos para la funcién
de intensidad y las expresiones explicitas correspondientes para la verosimilitud [I1].

Funcién de intensidad log lineal

La funcién de intensidad log lineal estd dada por
A(t) = exp(Bo + Bit), Bo,P1 €R, 1 >0. (4.8)

Observe que para (31 < 0 la confiabilidad del sistema es creciente, pues la funcién de inten-
sidad es decreciente; por el contrario, si 41 > 0 la confiabilidad del sistema es decreciente ya
que la funcién de intensidad es creciente.

Considerando (4.8)), la verosimilitud para un sistema reparable observado en el tiempo
(0,t0] y con fallas en t = (¢1,t2,...,t,) (note que t es el vector de tiempos de falla y no de los
tiempos entre falla) es:

1(Bo, B1; t) = log[L(Bo, B1; t)]

~ log {]:[ () - exp [— /Oto /\(t)dt] }
- i_illogw»] - [

n

to
= (o + Bits) — /0 exp(fo + fit)dt

=1
n to
= nB+ b1 Z t; — %eXp(ﬂo + Bit)
i=1 1 0
= -+ 1 3t = -lexp(Bh + Aita) = exp(h)
=1
exp(Bo)[exp(Bito) — 1]

= n50+51zti—

=1

5 . (4.9)
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Para obtener los estimadores de méxima verosimilitud se obtienen las parciales:

B0 - ﬂl ’
ol exp(fito) — 1
Tﬁl‘zt =p() 35, { b }

ol _exp(fo)[exp(Bito) — 1]

= Zti —exp(fo) b eXp(ﬁltO)toﬂ_% exp(Bito) + 1.

Observe que

o exp(fo)[exp(Bito) —1]
8ﬂ0 0= ﬂl n=0
. exp(fo)[exp(Brto) — 1]
B
nB
= exp(fo) = oxp(Bte) — 1
. nf;
= fo=log [pww—l]
o —~, toexp(Bito)  exp(Bito) —1] _
75~ 0= > ti—exp(f) { 3, 3 ] =0

n

o nf toexp(Bito)  exp(Bito) — 1] _
;tl exp(fito) — 1 { B s -

_ ntoexp(Bito) | npr
— Z " exp(Bity) — 1 + B2

i=1
n

=0

’/lto

n
S L. B
Z 1 —exp(—pito) B

i=1

— Y ti 7t — nto[L — exp(—fito)] "H = 0.

i=1
Asi, se resuelve numéricamente la 1ltima ecuacién para obtener (3; y por consiguiente

Bo = log l nb ] )

eXP(aﬂfo) -1

Para tener una idea de la varianza de los estimadores, se calculara la matriz de informacién
observada de Fisher, para esto se calculan el negativo de las segundas derivadas parciales
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evaluadas en los EMV.

il
oJehy

9 {n _ exp(fo)[exp(Bito) — 1] }

9Bo B
_exp(Bo)[exp(Bito) — 1

B ’
1 7131

[exp(Bito) — 1], pues fy = log { n }

Br exp(Bito) — 1 exp(Bite) — 1

:n7

o _
8ﬂg Bo=Bo,B1=Ph

o

ap;

E b B 7

_ exp(Bo) _to tofr exp(ﬁlt;)%— exp(fito)  toF exp(Bito) —;fgl(exp(glto) _ 1)]
_ exp(fh) -t% eX%(lﬁlto) o ex%(%ﬁﬁo) 1o ex;;(%ﬁlto) Q(exp(ﬁﬁlifo) - 1)}

_ exp(Bo) -t% ex%(lﬁlto) 2t eX;)%(ﬁlto) 2(exp(%;o) - 1)} |

. 872l _ nﬁl |ff% exp(ﬁlto) _ 2t0 exp(BltO) 2(6Xp(§1t0) — 1)‘|
08¢ | po=Boun=h  exp(Bito) — 1 B (51)2 (51)?
_ nt? _ 2nto n 2n
L—exp(—Pito)  Bill —exp(—Bito)] (1)
s nto _ 3 _ nto n 2n
’ 1—exp(—Bito) B 1—exp(—Bitg)  (Br)?
- n 2 - n 2n
=1 ti+—=| — = ti+=| +—=
i [Z A [Z ARNEAR
- Tlto 2 E?:l ti
=1 ti R
0; B1 B1
= ,\i |f0§1 Zti +nt0 — 227’51“|
B1 i=1 i=1
= Ai [Z ti(toPr — 2) + nto | ,
A i=1
921 _ 0 [n _exp(fo)[exp(Bito) — 1}]
351850 aﬁl 51
Bitoexp(Bity) — exp(Bitg) + 1
= —exp(fo) o xp(fh 0()61)29 p{fito)
t t to) — 1
= —exp(fo) { oeX%(lﬂ1 o) _ exp(ﬁ;fo) } ;
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821 lfo exp(ﬁlto) _ exp(Blto) -1

B 051050 Bo=PBo.B1=F = expl) Bl (31)2
_ 7131 lto eXP(Blto) _ eXp(Blto) — 1]
exp(Bito) — 1 b1 (B1)?

nBito eXp(ﬁltO) n

(exp(Bito) = 1)B1 B
nto _n

1 —exp(—Bito) B

De modo que la matriz de informacién observada de Fisher es

PN n 21;1 ti
1(Bo, 1) = St & {ijl ti(toBr — 2) +nt0} :

con inversa dada por

1aoay  L ST ti(teB —2) +nte| =St
I 1 _ . i=1 =1
(ﬂ07ﬁl) k <ﬁ |: _Z;L:l ti :| n > ’

donde k es el determinante de I(ﬁo, 31)

De lo anterior, la varianza estimada aproximada de, por ejemplo, (; es:

o n
B n[3> 7 ti(to§1*2)irnto]*,§1( T ti)2
B
7131

a0 ti(toBy — 2) + nto] — By (01, ta)
n 2
o (3)
i=1

Al evaluar la log verosimilitud en los estimadores, se tiene que el valor maximo de esta es

exp(Bo)[exp(Bito) — 1]

n

(B! Zti(togl —2) +nto

i=1

1(Bo, Bust) = nBo+ Py ti—

ya I
-~ & nB [eXp(ﬁlto) — 1]
nﬂo 61 lz:; exp(ﬁlto) -1 /81
_ nBo n Bl Zti n (4.10)
i=1

Una hipétesis a probar que surge de manera natural en la inferencia para los sistemas
reparables es si la funcién de intensidad es constante, esto es, para este caso H : #; = 0, la
cual se puede probar por diferentes métodos.
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» Prueba de razén de verosimilitudes

Se desarrollard la prueba de razén de verosimilitudes para la hipétesis H : f; = 0. Si
(1 = 0, entonces la log verosimilitud es

lo(Bo, 0;t) = log [L(fo, 0;t)]

log {H exp(Bo + 0t;) - exp {— /0 ' exp(Bo + Ot)dt] }

i=1
= nfo — toexp(fo).

Se calcula la derivada y se resuelve la ecuacién cuando se iguala a cero
di

dlo -~ <n>
—— = n — tpex s — =0= =lo — ] .
a7 o exp(o) 2 Bo &\ %

Asi, bajo H, la verosimilitud maximizada es lo(ﬁo, 0) = nlog (:) —n, y el estadistico de
0

prueba es

D 2l lLowo,o;t)]

L(30a31)7t
=2 _KBOaBlat) - ZO(BO7O’t):|

=2 nﬁo+ﬁlzti—n—nlog<trz> +n
i=1

n
=2 nﬁo + Bl Zti —nlog (:)1 ~ X%I)’ asintéticamente.
- 0
L =1

Grandes valores de D son evidencia en contra de H, la regién de rechazo es {D : D >
X%’O‘gs}, donde X%,0A95 es el cuantil 0.95 de la distribucién ji cuadrada con un grado de libertad.

= Prueba de Laplace

Una prueba méas comun para la hipotesis H : 81 = 0 es la prueba de Laplace. Se pre-
sentara la situacion especifica en la que se considera censura tipo I, es decir, en la que se ha
observado un sistema reparable hasta un tiempo predeterminado ¢y registrandose n tiempos de
fallas. Del Teorema m los tiempos 11 < T < --- < T}, se distribuyen como n estadisticos

de orden de una distribucién uniforme en (0,%y), de modo que la suma >, T} se distribuye
2

. . . .o . t .
como la suma de n variables aleatorias uniformes en (0,%) con media — y varianza —%. Asi,

utilizando el teorema central del limite, para n suficientemente grande, el estadistico

n t
i Ti— nEO

[nt?
12

t
Z;L:lTi _ Mo

2 (4.11)
o] 22
%\ 12

tiene una distribucién aproximada normal estandar.

U
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De (4.11) y con un nivel de significancia «, la hipdtesis nula H : f; = 0 se rechazard si

|U| > z1-¢, donde 21_g es el cuantil 1 — 5 de la distribucién normal estdandar. Grandes
valores de U significan que la suma de los tiempos de falla son mas grandes de lo esperado, lo
cual sugiere que el sistema esta en deterioro. Por el contrario, valores pequenos de U sugieren

una mejora en el sistema, pues los tiempos parecen ser mas pequenos de lo esperado.

Ahora bien, bajo H, considerando censura tipo II y que la observacién del sistema se
efectud hasta registrar la n-ésima falla, el estadistico a utilizar, el cual también tiene una
distribucién aproximada normal estandar, es

U= ' 2 (4.12)

12

La prueba de Laplace es asintéticamnete equivalente a la prueba de razén de verosimilitudes
pero la prueba de Laplace no requiere de los EMV para los parametros.

Funcién de intensidad potencia (o Weibull)

La funcién de intensidad potencia (o Weibull) estd dada por

A(t) =78t~ 4 >0,6>0,t>0. (4.13)

Considerando (4.13]) y que se registran los siguientes tiempos de falla t = (¢1,¢2,...,t,)
con un tiempo de censura tipo I de tg, la log verosimilitud es

I(7,05t) = log[L(v,d;t)]

~ log {H () - exp [— Oto /\(t)dt} }
= log {ﬁvétfl - exp {— /Oto yété—ldt]}

= Z [log(yd) + (6 — 1) log(t;)] — 76/0 i o~ Lde

=1

= nlog(y) + nlog(d) + (6 — 1) Zlog(ti) — ). (4.14)

Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud se calculan las derivadas parciales:

o n - 5

%= 3 + ;log(tl) — tglog(to),
o _n_ td

oy v v
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Observe que

oy ’y_tg’

ol

o _ noN N agd _
5% =0 = 5 +;10g(t1) vty log(to) =0

n
~ nlog(te) — i, log(t:)

/’)7:

o%)‘ 3

, de modo que los EMV son

51

Para obtener la inversa de la matriz de informacién observada se calculan las segundas

derivadas parciales

E TR — vlog®(to)to,
0%l 2, i3
ey = —— +log” (o)t
0550y (O
n 2 ~
= GG + nlog”(to), puesy =
P
A
o _n
O 55,05 ()2’
0%l
%1 5
- = t3log(to).
N6 |5_5.,—5 °

| 3

~

Sy

)

De los céalculos anteriores para las derivadas parciales, la matriz de informacién observada

de Fisher es

1(7.3) = ( Fo

tg log(to) )

tdlog(to) -2 + nlog? (to)

con inversa

(8)2

2t nlog?(to) —t log(to)

~ 1
'35 =~ | G2
(,9) . (

donde k es el determinante de 1.

—t3 log(to) (%2 > 7

Note que si la unidad de tiempo es elegida de tal forma que ty = 1, se tiene que los EMV

se simplifican y estan dados por

6=—

n

Z?:1 log(t;) ’

:’n’



52 CAPITULO 4. RIESGOS EN COMPETENCIA EN SISTEMAS REPARABLES

y la matriz de informacién observada de Fisher y su inversa son
1
~ = 0 ~ n 0
I(’/y\vé):<n”>= 1_1(57\76):< 3\2>7
0 %r 0 G-

Regresando al caso general de ty, una hipdtesis natural para probar es H : 6 = 1, para la
cual se tiene la siguiente prueba:

respectivamente.

» Prueba MIL-HDBK 189

Esta prueba es quizd la mas utilizada para esta funcién de intensidad debido a que es
optima. Considerando que se registraron los tiempos de falla t1,ts, ..., t, hasta un tiempo de
censura tipo I tg, el estadistico de prueba es

2n - t()
V= = :QZlog (t> (4.15)

De la relacion anterior, se observa que valores grandes de V' implican valores pequenos de
0 y viceversa. La distribucion del estadistico bajo la hipdtesis nula se establece en el siguiente
teorema.

Teorema 4.5.1 Para los tiempos de falla t1,to,. .. t, registrados bajo un tiempo de censura
tipo I to, bajo la hipdtesis H : § = 1, se tiene la siguiente distribucion del estadistico de prueba

V-2
1

QZlog (tz> ~ X2
i=1

Demostracién. Con base en el teorema se tiene que, condicionado a N(ty) = n, las

variables aleatorias 11,75, ..., T, se distribuyen como estadisticos de orden de la distribucién
0, t<0
A(t)
Gt)={ —=,0<t<ty
Q A(to)
1, t > tg.

Para este caso, A(t) = yt°, de donde

de modo que
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5
Y
Sea Y ~ G y considere Z = (t) , entonces
0

Fy(z) = P(Z < z)

(&) <

P(Ygtoz)

1\ 0

[ tozs
()
z.
Y

s
Asi, con base en lo anterior, se tiene que Z = (t) ~ U(0,1), por lo tanto, las canti-
0

|~

=P

o=

s
dades (;) , 1 =1,2,...,n se distribuyen como n estadisticos de orden de una distribucién
0

s
T;
U(0,1). Considerando que U ~ U(0,1) = —log(U) ~ EXP(1), se tiene que — log [(t) ] =
0

t t
dlog (;) ~ EXP(1), ¢ = 1,2,...,n, lo que implica § ) ., log (;) ~ X% y bajo H,

K3

to
ol — | ~x2.0
Z’L:l 0g (T) Xn

K2

Una consecuencia de considerar esta funcién de intensidad es que el primer tiempo de falla
tiene una distribucién Weibull, pues

P(Ty > t) = exp {— /O t)\(x)dx}

= exp(—t°).

Funcion de intensidad log lineal potencia

Se presenta el andlisis estadistico considerando la siguiente funcién de intensidad
At) = adt®Lexp(ft), t>0,a>0,0>0, BcR, (4.16)

la cual generaliza a las funciones de intensidad log lineal y de potencia, expuestas anterior-
mente [21].

Suponiendo que se ha observado un sistema reparable hasta un tiempo tg, registrandose
n tiempos de falla t = (¢1,t2,...,t,) v considerando que los eventos siguen un proceso de
Poisson no homogéneo con funciéon de intensidad dada por , la densidad conjunta y la
funcién de verosimilitud estdan dadas por, respectivamente,

n

to
le,TQA,H.,TN,N(tlatZa - ,tn,n) = H)\(tz) exp |:—/ )\(t)dt:| , O<t < <ty < o,
i=1 0
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e |- | ’ Ao

[H aét‘g_l exp(ﬁti)] exp [ /tO adtd ! exp(ﬂt)dt]
i=1 0

n 5—1 n "
(ad)™ <H ti> exp (ﬁztz) exp [—ad/o ot exp(ﬁt)dt] ,(4.17)

de donde se observa que [[\-, T; y .1, T; son estadisticos suficientes para los pardmetros &
y 3, respectivamente.

L(w, 8, B;t,n) = [H A(ti)
i=1

» Prueba de la hipétesis H : § = 0 (reduccién al modelo Weibull)

Se presentan algunos resultados que serdan de utilidad en el desarrollo de la prueba. El
primero exhibe la densidad de los estadisticos de orden en forma individual y en forma conjunta
de una muestra aleatoria ([24]) y el segundo resultado muestra una relacién entre variables
aleatorias con distribuciones Gamma y Beta.

Teorema 4.5.2 Si Y1,Y5,...,Y, es una muestra aleatoria de la densidad fy, entonces
1.

M (Bl - Fr () ().

Froy) = (i—1)!(n—i)

= ”!H?:1fY(yi)a Y1 <ys < - < Yp
Pyt Wto-ootn) = { 0, en otro caso.

Teorema 4.5.3 Si X; son v.a.i. tales que X; ~ GAMMA (o, 58), i = 1,2, entonces
X
———— ~ BETA(aq, as).
X; + X, (a1, a2)

Ahora se procede a construir el estadistico para la prueba. Para que la distribucién condi-
cional nula no dependa del tiempo hasta el cual se observd, es decir, de ty, y considerando que
las transformaciones

gi(z) = ti, to>0, g2(z) =In(z), >0y gs(z) = —x son 1—1,
0

T;

se trabajardn con los estadistico W' = —>""  In (t
0

T
), ST =30 t—z, los cuales siguen sien-
0
do suficientes para los pardmetros mencionados.
Condicionando sobre {N(tg) = n} y recordando que N(ty) ~ POISSON (foto /\(t)dt) se
tiene que

le,...,TN,N(tlv s 7tn7n)
P[N(to) = n]

(@d)™ ([T, ti)é_1 exp (8.1, ti) exp [—aé foto -1 exp(ﬁt)dt}

% [aé foto $9-1 exp(ﬂt)dt} ! exp {7045 fJ“ 161 exp(ﬁt)dt}

to —n n 6-1 n
= nl [/0 t“exp(ﬁt)dt] (1:[1tz> exp(ﬂ;tz)

—-_n n

to
= nl [/ t5—1exp(5t)dt] [ Texp(Bti). 0<ti < - <ty <to.
0 i=1

g(tl,,tn\n) =
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Asi, condicionado a {N(t9) = n} y con base en el Teorema m se tiene que las variables
aleatorias 11,75, ..., T, se distribuyen como estadisticos de orden de una muestra aleatoria
de tamano n de la densidad

—1

to
fo(x) = {/0 2V exp(B2)dz| 22 lexp(Bz), 0<z < to. (4.18)

Ya que las distribuciones de S’ y W', al ser determinadas por las variables ordenadas, es la
misma que si se obtiene de una muestra aleatoria de tamano n de la densidad , entonces
se derivard la distribucién condicional nula con base en una muestra aleatoria 17,75, ...,T),
de la densidad en consideracion.

Tomando en cuenta que W' es suficiente para §, es decir, la distribucién condicional de S’
dado W' no depende de §, y bajo la hipdtesis H : 3 =0, de (4.18) se tiene

to -1
fro(x) = [/ 2 lexp(02)dz| 2! !exp(0z)
0

1
= —, 0<z<ip.
to

De lo anterior, la distribucién condicional nula se puede obtener utilizando una muestra

T
aleatoria t—l, i =1,2,...,n de una distriucién U(0, 1), lo que implica que las variables V; =
0
—1In(T}/to),j =1,...,n son independientes con distribucién EXP(1). Por otro lado, definiendo

Wy=Wi+--+V)/(Vi+--4+V,),j=1,...,n—1, se tiene que la suma V4 +--- +V,,
es independiente de Wj, j = 1,...,n — 1. Un ejemplo de lo anterior se obtiene considerando

Vi
X=Vi+V,Y=
ter Vi + Vs

el método de la transformacién ([24]), se tiene que

y obteniendo la densidad conjunta de X, Y. En efecto, utilizando

v =Y, V2 =T —TY, Jz‘

de donde

fX,Y(xvy) = fV17V2(U1 =TY,v2 =T — (Ey)|<]‘
= exp(—(zy + = — ay))| — 7|
= zexp(—x)
221

= ) exp(—z), x>0,0<y<l,

que es el producto de las densidades de dos variables aleatorias: una con distribuciéon GAMMA (2, 1)
y otra con distribucién U(0, 1), que son precisamente las distribuciones de X = V; + Vs y

Vi i
Y = ———— respectivamente. Asi, concluimos que V; + V& son independientes.
Vi + V, P q 1 2y Vi+ Vo P
Considerando una muestra aleatoria Xy, Xs, ..., X,_1 de una distribucién U(0,1) y con

base en el Teorema [£.5.2] el i-ésimo estadistico de orden tiene densidad

(n—1)! i—1 n—1—i
Ixg (@) = (i—l)!(n—l—i)!x (1—2x) , O0<z<l (4.19)

Por otro lado, del teorema4.5.3|se tiene que W; = (Vi+---+V;)/(Vi+---+V;+ Vg1 +- - +
Vi) ~ BETA(j,n—7), pues Vi +-+V; ~ GAMMA(j, 1), Vis1+ - +V, ~ GAMMA(n—3j,1)
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y ademds Vi + --- 4+ Vj es independiente de V1 +--- +V},, lo que implica que

la cual coincide con (4.19)), es decir, W, j =1,...,n — 1 se distribuyen como estadisticos de

ij (w) =

- .wj_l(l —w)

el < w< 1,

orden de una muestra aleatoria de tamafio n — 1 de una distribucién U (0, 1).

Definiendo Wy =0y W,, =1 se tiene

donde W/ = Y"1 | Vi.

Para utilizar

4.20

p-valor requerido.

n

P
§' =3 7= Y exp =W (W = W),
i=1

i=1 0

, con base en los tiempos de falla tq, . .

S /I
., tn, se calcula w’ =

s Prueba de la hipétesis H : 6 = 1 (reduccién al modelo log lineal)

En la construccién de la prueba se utilizaran los estadisticos W =
Yo T;. Yaque S es suficiente para (3, se considerard —|3|, ademds bajo H : § = 1, de (4.18

se tiene

de donde,

de modo que para valores grandes de tg, la distribucién condicional nula se puede obtener de
,T,,, las cuales tienen una distribucién aproximada exponencial de pardmetro

las v.a.i. Ty, ...

|81
Definiendo Uy =0,U, =1y U; = (T4 +---+1;)/S,j=1,...,n—1,donde S = Y7 | T},
se tiene
W==> ") =-> W[SU; - Uj_1)], (4.21)
i=1 i=1
donde Uy, ...,U,_1 son independientes de S y se distribuyen como estadisticos de orden de

fto (x)

-1

6]

I ! exp(—|pl2)as] - expl-Iglo)

= ﬁexp(—mm), 0<x<t0,

~exp(—|Blto

toh;rnoo fto (:L') = |/6| exp(f|ﬂ|x), x>0,

una muestra aleatoria de tamano n — 1 de una distribucién U(0, 1).

Para utilizar (4.21), con base en los tiempos de falla ¢4, . ..
distribucién condicional nula es generada a partir de n — 1 variables aleatorias independientes
ordenadas de una distribucién U(0,1). Asi, para probar la hipétesis H : 6 = 1, utilizando

(4.21)) se estima el p-valor requerido.

-2
y la distribucién condicional nula es generada de n — 1 variables aleatorias ordenadas de una
distribucién U(0,1). Asf, para probar la hipdtesis H : § = 0, utilizando (4.20]) se estima el

n
i=1

(4.20)

n

t;

)

t

_Z?:l In(7;) y S =

Jtn, se calcula s =Y 1 t; y la
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4.5.3. Eleccién de un modelo PPNH

En la seccién anterior se expusieron algunos métodos basados en la verosimilitud para
ajustar un PPNH tomando en cuenta algunas funciones de intensidad, sin embargo surge la
siguiente pregunta: ;jcémo decidir cudl de los modelos para la funcién de intensidad es adecua-
do? M4&s generalmente, estamos interesados en elegir una forma razonable para la funcién de
intensidad A(t). Para tratar de responder la pregunta, se expondrén algunas métodos gréficos,
de los cuales algunos estdn basados en la gréfica de N(t;) contra ¢; [11].

Un estimador natural de A(¢) es el siguiente

) = ntimero de fallas en (¢, 4+ At]7 (4.22)
At
para algin At > 0 adecuado. La eleccién de At es arbitraria, pero, al igual que la eleccién
del nimero de clases de un histograma, la idea es elegir un At de tal forma que se obtenga la
maxima informacién de los datos.

Como se ha mencionado, al graficar N (t) contra ¢ y no observar un comportamiento lineal,
hay evidencia en contra de una funcién de intensidad constante a favor de una no constante.
Con la gréafica anterior, se puede observar si la funcién de intensidad es creciente o decreciente,
sin embargo, la forma precisa de A(t) no es clara.

Por otro lado, se tiene que

de modo que cuando la intensidad es log lineal

BN ()] = 2B e 310) -1, (1.23)
y cuando la intensidad es de potencia
E[N(t)] = yt°. (4.24)

Un estimador natural de E[N(t)] es N(¢), es decir, el nimero observado de fallas hasta el
tiempo t. Asi, de (4.24)) se tiene que log{ E[N(t)]} = log(vy) + d log(t), lo que implica que una
grafica de log[N(t)] contra log(t) serfa fuertemente lineal con intercepto log(v) y pendiente §
si la intensidad potencia es adecuada.

t.
Una grafica equivalente es la grdfica de Duane ([13]), en la cual se grafica log [l}

N(t;)
N

contra log(t;), ¢ = 1,2,...,n. A la cantidad se le llama frecuentemente la tasa acu-

mulada de fallas. Si la funcién de intensidad de plotencia fuera adecuada, la grafica de Duane
serd fuertemente lineal, pues de (4.24) se tiene log{ E[N(t)]} = log(y) + 0log(t), de donde

log {Ew\i(t)q = log(y) + (6 — 1) log(t), es decir, log < = (1—9)log(t) —log(v). Esta

t
, Lo EIN(?)] . .
grafica fue desarrollada para situaciones en las cuales se espera un crecimiento de la confiabi-
lidad (6 < 1), de modo que la pendiente se espera que sea positiva.

Considerando (4.22)), si dividimos el periodo de observaciones (0, to] en k intervalos

1
(0,a1], (a1,azl,..., (ag—1,to], entonces una estimacién de A [2(%1 + aj)} es

N(a;) — N(aj—1)

a; — aj—1

A B(ajl - aj)] =
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para j =1,2,...,k, donde ag = 0 y ar = to. Por lo tanto, una grafica de X(bj) contra b;, con
1
b; = =(a;—1 + a;), proporcionard una indicacién de la forma de la funcién de intensidad. La

eleccién de k y los a’s se dejan a consideracién del usuario. Es recomendable utilizar varias
subdiviciones para corroborar que la impresion visual dada por la gréfica no depende fuerte-
mente de la subdivisién seleccionada.

Una gréfica de log[X(bj)] contra b; serd fuertemente lineal con pendiente 3; e intercepto 3y
si la funcién de intensidad log lineal es apropiada. Este procedimiento puede ser ttil para pro-
porcionar valores iniciales en el célculo de los EMV para 3y y 1. Por otro lado, una grafica de

log[A(b;)] contra log(b;) serd fuertemente lineal con pendiente § —1 e intercepto log(vy)+log(d)
si la funcién de intensidad de potencia es apropiada.

4.6. Mantenimiento en sistemas reparables

Recientemente existe una considerable presién en organizaciones de manufactura y servicios
para ser competitivos y proveer a tiempo productos de calidad. Este ambiente ha provocado a
gerentes e ingenieros el interés en la optimizacién de los sistemas involucrados en sus organiza-
ciones. El mantenimiento, como un sistema, desarrolla un papel importante para consolidar las
metas y objetivos. Contribuye a la reduccién de costos, minimizacién del tiempo en el cual se
tienen equipos fuera de operacion, mejora de la calidad, incremento de la productividad, etc.
Los costos de mantenimiento constituyen una parte muy importante en los costos totales de
operacion de los procesos en los que estan involucradas manufactura o plantas de produccién.
Dependiendo de la industria especificada, pueden representar entre 15 y 16 porciento de los
costos de produccion.

En general, el mantenimiento puede definirse como la combinacién de actividades por las
cuales un equipo o sistema es conservado o puesto en un estado en el cual puede desarrollar
las funciones para las cuales fue disenado. El mantenimiento puede ser considerado como un
sistema, esto es, un conjunto de actividades llevadas a cabo en paralelo con los sistemas de
produccién.

Un diagrama que muestra la relacién entre los objetivos de la organizacion, los procesos de
produccién y el mantenimiento se muestra en la Figura Los sistemas de produccién son
usualmente concebidos con entradas tales como materiales, trabajo y procesos en productos
que satisfagan necesidades de consumidores. La principal salida de un sistema de produccién
son productos terminados; una segunda salida es falla de algin equipo. Esta salida secundaria
genera demanda para mantenimiento. El sistema de mantenimiento toma a ésta como entrada
y produce equipo en buenas condiciones que provee capacidad para produccién.

Se pueden distinguir, a grandes rasgos, dos tipos de mantenimiento: el mantenimiento
correctivo y el mantenimiento preventivo. Por mantenimiento correctivo podemos entender
toda accién de emergencia, reparacién o no programada que se realiza en los sistemas para
que continlien con sus tareas. Las reparaciones siempre serdn necesarias, sin embargo, la mejora
del mantenimiento preventivo pueden reducir la necesidad de correcciones de emergencia.

4.6.1. Mantenimiento preventivo

El mantenimiento preventivo se puede definir como una serie de acciones o tareas pre-
disenadas para hacer frente a las potenciales causas de falla conocidas. Puede ser planeado y
calendarizado basado en el tiempo, uso o condiciones del equipo. Es preferible al mantenimiento
correctivo, al menos, por cuatro principales razones:
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Objetivos de la
Organizacién

Calidai —"Txntidad

Proceso de Produccién

Regeneracion

Capacidad de Proceso de Demanda para el
Produccién Mantenimiento Mantenimiento

Figura 4.5: Relacion entre los objetivos de la organizacion, los procesos de produccién y el
mantenimiento.

= La frecuencia de fallas prematuras pueden ser reducidas por medio de, entre otras tareas,
una apropiada lubricaciéon, ajuste, limpieza e inspecciones.

= Si la falla no puede ser prevenida, la inspeccién periddica y el proceso de medicién pueden
ayudar a reducir la severidad de la misma y su posible influencia en los demés compo-
nentes del sistema y, en consecuencia, mitigar las consecuencias negativas poducidas al
ambiente o a la produccién.

= Cuando se tiene la facilidad de monitorear la degradacién o desgaste natural de una
funcién o parametro como la calidad del producto o la vibracién de la maquina, se puede
detectar una “impending failure”.

s Una interrupcién no planeada frecuentemente dana en gran medida los planes de pro-
duccién y de salida, debido a que el costo de un paro de emergencia es mayor que el de
uno planeado, y la calidad de la reparacion puede verse alterada.

El mantenimiento puede ser basado en condicién o en los datos histéricos de las fallas del
equipo. Con base en la Figura[L.6] se tienen dos categorias para el mantenimietno preventivo,
una es basada en estadisticas o registros historicos y confiabilidad y otra es basada en la
condicién del equipo.

Mantenimiento basado en condiciéon

Como su nombre lo indica, el mantenimietno preventivo basado en condicién es llevado a
cabo con base en la condicién o estado actual del equipo. Esta condiciéon del equipo es de-
terminada mediante un monitoreo o mediciéon de parametros clave que indican un deterioro o
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Mantenimiento Preventivo

|

Basado en Basado en estadisticas
Condicién y Confiabilidad

|
o

e

En operacién ‘ Fuera de Operacion

Figura 4.6: Categorias del mantenimiento preventivo.

degradacién en el equipo. Las mediciones e inspecciones en si, pueden ser desarrolladas de una
manera regular, no asi las acciones de reparacién o de prevencién. Estas mediciones pueden
estar relacionadas directamente a las operaciones de la maquina, tales como vibracién, tem-
peratura de operacién, estado de los lubricantes o niveles de ruido, o pueden estar ligadas a
mediciones de aspectos de la misma méaquina tales como la calidad del producto, sus dimen-
siones, patrones de uso y composicién. Esta estrategia de mantenimiento también es conocida
como mantenimiento predictivo.

4.6.2. Mantenimiento, sistemas reparables y riesgos en competencia

La relacién entre el mantenimiento hecho a sistemas reparables y el estudio de los sistemas
reparables en si, puede verse como una situaciéon de riesgos en competencia. Suponga que el
evento de interés es el paro del equipo, pues al dejar de desarrollar las actividades para las
que fue disenado, puede provocar, por ejemplo, el paro de otros equipos que dependen de su
funcionamiento y consecuentemente un retraso en el proceso de produccién. Suponga que el
equipo interrumpe su actividad por dos razones (causas): una debido a reparacién y otra por
la accién de mantenimiento preventivo.

Sean 17 y 15 las variables aleatorias que modelan el tiempo de falla y de mantenimiento
(programado o no), respectivamente, para un sistema reparable. De lo anterior, los datos re-
gistrados para los tiempos de paro son del tipo de datos de riesgos en competencia: (T, C),
donde T'= min{T1,T>} es el tiempo de paro de equipo y C es la causa de paro (reparacién o
mantenimiento).

Bajo estas circunstancias, es de interés estudiar la calidad del monitoreo en el manteni-
miento predictivo o, en general, la calidad del mantenimiento preventivo. Lo anterior es en el
siguiente sentido: si se tiene un buen mantenimiento preventivo, entonces los paros del equipo
debido a mantenimiento se deberian realizar cerca de los tiempos hipotéticos en los que se
hubiera presentado la falla. Cuando la falla se presenta primero, entonces se tiene que 77 < 15



4.7. MODELOS DE RIESGOS EN COMPETENCIA 61

T, T,

T, T,

Figura 4.7: Diagramas que ilustran un buen y un mal programa de mantenimiento, donde
la linea continua representa el tiempo del evento observado y la linea discontinua el tiempo
hipotético al cual el evento no observado se hubiera presentado.

pero la diferencia T5 — T no deberia ser muy grande, es decir, el tiempo al cual se hubiera
aplicado mantenimiento al equipo (T3) deberfa ser cercano a Tj. Por el contrario, si el man-
tenimiento no es muy adecuado, entonces puede suceder que los paros por mantenimiento se
realicen mucho antes de que la falla se hubiera presentado, provocando un “paro innecesario”,
pues el equipo hubiera podido seguir trabajando correctamente por otro periodo mas de tiem-
po. Generalmente, los costos por reparacién son mayores que los costos por mantenimiento
preventivo. Lo ideal seria realizar solamente acciones de mantenimiento y no de reparacion,
pero eso no es posible debido a la aleatoridad del proceso de fallas, de ahi que seria deseable
una igualdad entre las distribuciones marginales de 77 y T». En la Figura se muestran
diagramas que corresponderian a un buen plan de mantenimiento donde los tiempos 17 y T»
no estan demasiado separados y donde los tiempos T7 y T5 estan relativamente separados, lo
que corresponderia a un mal plan de mantenimiento o, en su caso, a un mal monitoreo del
equipo.

4.7. Modelos de riesgos en competencia

En esta seccién se presentan modelos para datos de riesgos en competencia. Algunos ttiles
para el enfoque bivariado y otros para el de tiempos latentes.

4.7.1. Recortes aleatorios (Random clipping)

En algunos casos, cuando se estudia la confiabilidad o estado de un sistema, no es posible
contar o registrar tiempos de falla, ya que la presencia de una falla puede ser extremadamente
costosa en términos econdmicos o puede traer graves consecuencias. Por ejemplo, al considerar
un avién, una falla que se presente durante su funcionamiento podria provocar la muerte de
los pasajeros.

En situaciones como la descrita, un modelo que se puede considerar es el de recortes aleato-
rios [3], el cual posiblemente es el modelo de interaccién més sencillo entre un proceso de vida
exponencial (o de fallas) X y un proceso de alerta (o de censura) Z. En este modelo se asume
que X es siempre censurado por una cantidad aleatoria X — Z, es decir, solo se registran
tiempos de censura. Mas especificamente, se asume que X es exponencial y que para alguna
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variable aleatoria no negativa W independiente de X, se observa X — W. W se puede pen-
sar como una alerta que el componente emite antes de fallar al tiempo X. Claro estd que W
puede ser mayor que X, sin embargo, se supondra que este tipo de censuras no son registradas.

Se denominard a la variable X —W dado X —W > 0 un recorte aleatorio de X. El siguiente
resultado muestra que, en este caso,

, n
A= lim —5 ,
n—oo 3y Zi

donde A > 0 es el pardmetro de la distribucién exponencial de X y los z; son los tiempos
de censura. En otras palabras, con los datos de censura, y bajo ciertas condiciones, se puede
hacer inferencia sobre la distribucién de los tiempos de falla.

Teorema 4.7.1 Sea X ~ EXP(X\) y W > 0 variable aleatoria independiente de X con U =
X — W. Entonces, condicionado a U > 0, U tiene la misma distribucion que X.

Demostracién. Para u € (—oo, 00) se tiene que

Fy(u) = P(U > u)

= / P(X > u+ w)dFw(w), por independencia entre X y W
0

= / exp|—(u + w)A]dFw (w), pues X ~ EXP()).
0

Por otro lado, condicionado a U > 0, la probabilidad de que U > u es

1—Fy|uso(u) = P(U > u|U >0)
PU > u,U >0)
PU >0)
P(U > méx{0,u})
PU >0)

Si méx{0,u} = 0, entonces P(U > u|U > 0) = 1, de otra manera, es decir, si max{0,u} = u
se obtiene
PU > u)
(U >0)

Fy (u)

Fy(0)
o expl—(u+ w)NdFyw (w)
B 15 exp(—wA)dFy (w)

J5~ exp(—wA)dFy (w)

155 exp(—wA)dFy (w)

PU>u|U>0) =

)

= exp(—ul)

= exp(—ul), si /0C><J exp(—wA)dFyy (w) < 0. (4.25)
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4.7.2. Signos aleatorios

Este modelo usa la idea de que el tiempo al cual el mantenimiento preventivo ocurre
estd relacionado con el tiempo de falla [§]. El tiempo T» (tiempo de censura) al cual se apli-
ca mantenimiento, es igual al tiempo de falla 77 menos una cantidad aleatoria €, esto es,
Ty = Ty — €. Por otro lado, mientras ¢ puede no ser independiente de T3, su signo si lo es.
En otras palabras, el mantenimiento preventivo pretende ser efectivo y ocurrir alrededor del
tiempo de falla, ya sea antes o después de esta, pero no lejos. Para este modelo se asume que
cuando una variable es censurada es independiente de su edad, pero dado que es censurada,
el tiempo de censura depende de su edad. Este tipo de relacién entre los tiempos de edad
y censura son aplicables en muchos casos. Por ejemplo, suponga que cierto equipo muestra
sintomas antes de presentar una falla. Si estos sintomas son observados por el personal, el
componente serd puesto fuera de servicio y reparado, por lo tanto censurado. Sin embargo, el
proceso de observacion puede ser descrito por una variable aleatoria la cual es independiente
de la edad del componente.

Para este modelo, la variable € se puede interpretar como la calidad del monitoreo o del
mantenimiento en si: para |e| pequeno se tiene buena calidad del mantenimiento, de lo con-
trario, para |e| grande la calidad no es tan buena. El siguiente resultado caracteriza el modelo
de signos aleatorios con cantidades que se pueden estimar de los datos de riesgos en compe-
tencia (funciones de sub confiabilidad).

Teorema 4.7.2 (Signos aleatorios) Sean {ST,S3} un par de funciones de sub confiabilidad
estrictamente decrecientes, entonces son equivalentes

1. Existen variables aleatorias € y X con sgn(e) independiente de X tales que

%)
=%
—~

~
~—

Il

P(X > t,e<0)
S3(t) = P(X —e>t,e>0)

2. Para todo t > 0,

Si(t) _ S50
Si0) ~ 550)

El resultado anterior nos dice que si, con base en los datos, las sub confiabilidades escaladas,
esto es, divididas por S7(0) y S3(0) que son las probabilidades de falla y censura, presentan la
relacién de orden establecida en 2 del Teorema [£.7.2] entonces el modelo de signos aleatorios
es adecuado. Una caracteristica de este modelo es que la probabilidad condicional de censura
es méaxima en el origen [3], es decir, para t > 0

o(t)

P(T>t,C=2|T>t)
_ FT,C(tLQ)
FT,C(ta 1) + FT,C(taz)

< ®(0).

Otra caracteristica importante e interesante de este modelo es que la confiabilidad de los
tiempos entre falla es identificable, o se puede estimar de los datos con los que se ecuenta, esto
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es

Fr,(t) = P(Ty > t)
= P(Ty > t] e < 0) por independencia entre sgn(e) y T}

P(Ty >t,e<0)

P(e <0)
P(Tl >t < Tg)

P(Ty < T3)
- W, T = min{Ty, Tz}
o FT,C(ta 1)
© Pre(0,1)

4.7.3. Copula graphic estimator

En el contexto de riesgos en competencia, estimar la distribuciéon marginal del tiempo 7} al
cual ocurre un evento de interés es un problema comin en aplicaciones de medicina y de inge-
nierfa. En estas aplicaciones, T} puede ser el tiempo de falla de un componente o de un equipo,
tiempo de ocurrencia de una enfermedad en particular, o simplemente el tiempo de muerte.
Frecuentemente no es posible registrar o medir 7} debido a otro evento observado (riesgo en
competencia) en algun tiempo 7. Es comiin que para estimar la distribucién marginal de in-
terés, se hace el supuesto de independencia entre 73 y 15, de modo que con los datos de riesgos
en competencia registrados se pueden estimar ambas distribuciones de una tinica manera, sin
el problema de identificabilidad presentado en la seccién [3.4

Como se ha mencionado, la hipétesis de independencia dificilmente es cierta y, mas aun,
no es posible verificarla con base en el tipo de datos con los que se cuenta. Por ejemplo, en
el contexto de confiabilidad, es natural pensar que el tiempo de mantenimiento de un equipo
depende del tiempo de falla de éste. De modo que es necesario tener informacién de la depen-
dencia entre T7 y T5. De la seccidn |3.3| se sabe que una funcién que captura la dependencia
entre dos variables aleatorias es la cépula, la cual contiene toda la informaciéon que acopla las
dos distribuciones marginales para producir la distribucién conjunta de (71, 7%).

De los datos de riesgos en competencia se pueden estimar las siguientes cantidades
Fr(t,t)=P(Th > t,To >t), Frc(t,1)=PT <t,C=1)y Frc(t,2)=PT <t,C=2).

En el siguiente resulado se afirma que si la cépula C,, de (T, T») es conocida, entonces las
distribuciones marginales de 77 y 7> estan determinadas inicamente por los datos de riesgos
en competencia [32].

Teorema 4.7.3 Suponga que las funciones de distribucion marginales del vector (Ty,T3) son
continuas y estrictamente crecientes en (0,00). Suponga que la cdpula, C,, de (T1,Ts), es
conocida y completamente especificada con puc(E) > 0 para cualquier conjunto abierto E C
[0,1] x [0,1]. Entonces las distribuciones marginales de Ty y Ts, Fr, y Fr,, estdn inicamente
determinadas por {Fr(t,t), Fr.c(t,1), Frc(t,2), t > 0}.

En el teorema anterior, pc(-) denota la medidad de probabilidad correspondiente a la c6pu-
la C,. Lo que procede es exhibir el algoritmo propuesto en [32] para estimar las distribuciones
marginales, dados los datos y la cépula. De aqui en adelante, se referirda a dicho algoritmo
como el Copula graphic estimator (siguiendo a sus autores). Se tiene que

uc(Ay) = P(Ty > t,To > t) = Fp(t, t),
,UC(Bt) = P(T S t,C’ = 1) = anc(t, 1),
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donde

Ay = {(u,v) | P, (t) <u <1, Fp,(t) <v < 1},
{(’U,,”U) | 0<u< FTl(t)7 FTz(Fil(u)) <v< 1}

Figura 4.8: Relacién entre Fr, (t) y Fr,(t) en el cuadrado unitario.

Una eleccién natural de los puntos en los que se desean estimar las distribuciones son los
distintos tiempos registrados t1, o, ..., t,. Con esto en mente y asumiendo valores constantes
para las marginales en los intervalos (¢;_1,t;), la estimacién se puede realizar como sigue.

Si ¢; = 1 entonces ﬁTQ (t;) = ﬁTQ (ti—1), mientras que si ¢; = 2 entonces ﬁTl (t;) = ﬁTl (tiz1),
haciendo to = 0 y asumiendo Fr, (to) = Fr,(to) = 0.

Asi, para ¢; = 1,

po(Ay) = 1= Fr(ti) = Fr,(ti-1) + CalFry (t:), Fr, (ti1)] = Fr(ti, t:); (4.26)
y para ¢; = 2,
pe(Ay) =1 Fr,(ti1) — Pr,(t;) + CalFr, (tio1), Pr, (t:)] = Fr(t;, t;). (4.27)

Entonces ﬁTl (t;)y ﬁTz (t;) son encontradas resolviendo (4.26) o , segln sea el caso.

Una propiedad importante que tienen los estimadores que proporciona el método es que
son consistentes fuertes, como lo sostiene el siguiente resultado [32].
Teorema 4.7.4 Suponga que las dos distribuciones marginales Frr,, Fr, son continuas, estric-
tamente crecientes en (0,00) y que la cdpula asumida tiene funcién de densidad co(u,v) > 0 en
[0,1] x [0,1]. Entonces (Fp, )n(t) y (Fr,)n(t) son consistentes fuertes. Esto es, con probabilidad

~

1, conforme n — oo, (Fp,)n(t) — Fp, (1) y (ﬁTg)n(t) — Frp, (t) para toda t € [0, 00].

4.7.4. Mezcla de exponenciales

Sea Sx (t) la confiabilidad del tiempo de falla una mezcla de dos exponenciales con pardmetros
A1 > 0, A2 > 0y el coeficiente de mezcla p. Sea Sy (t) la confiabilidad de la censura una ex-
ponencial con pardmetro A,. Con base en lo anterior, se tiene que

Sx(t) = pexp(—A1t) + (1 — p) exp(—Aat)
Sy (t) = exp(—Ayt).
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Si X es independiente de Y, entonces, siguiendo [6], se puede demostrar que
1.

Sx(t) = pﬁ exp[—(Ay + A1)t] + (1 —p) ) +2/\2 exp[—(Ay + A2)1]
2.
S9(0) = P expl=0y + M+ (1= )5
3.

W exp[—(Ay + A2)t]

1—p/\2)\y+)\1

—(A\y F A+ ——— —(Ay + )t
S}k((t) eXp[ (y"" 1)}—’— )\1)\y+)\1€}{p[ (y+ 2)]
1+17p&)\y+)\1

P A Ay + A

—_— —(A Ao)t
LI el (3, + M)
1—pA,+ XM\
1+ —F2¥
P Ayt

1—pA,+ M1
—(Ay + A1)t Y

n
,‘><-)(-
3

%
©

, ®(t) es minimo en el origen y continuamente creciente.



Capitulo 5
Aplicaciéon

En el presente capitulo se ilustra una forma de hacer inferencia con datos de riesgos en
competencia, asi como las posibles preguntas que se pueden contestar. Los datos son tiempos
entre paros de una bomba centrifuga de agua de lavado. La forma de obtener los datos de riesgos
en competencia fue la siguiente: del equipo en cuestién, se nos proporcioné un registro de las
acciones realizadas al mismo, ya sea alguna reparacién o mantenimiento preventivo, asi como las
fechas de inicio y término de las mismas. Se tomaron como tiempos entre paro los dias de diferencia
entre las fechas de fin e inicio de las acciones y como causa la naturaleza de la accién (reparacidn
o mantenimiento preventivo). No se consideraron los tiempos de duracién del mantenimiento o
reparacién porque no son dtiles para nuestros objetivos. En la seccién [5.1] se presenta una breve
descripciéon del equipo. La inferencia para la funcién de intensidad del proceso puntual para los
tiempos entre falla se presenta en la seccién Considerando los dos enfoques, en la seccién [5.3
se hace inferencia sobre algunos modelos para datos de riesgos en competencia y por dltimo, en
la seccién [5.4] se presentan algunas conclusiones obtenidas de este trabajo y recomendaciones para
estudios posteriores del mismo.

5.1. Descripciéon del equipo

Siempre que se abordan temas en los que existe circulacién de fluidos, por ejemplo pro-
cesos quimicos, estamos, de alguna manera, entrando en el tema de bombas. Una bomba es
una maquina hidraulica que transforma la energia (generalmente energia mecénica) con la que
es accionada en energia hidraulica del fluido incompresible que mueve. El fluido incompresi-
ble puede ser liquido o una mezcla de liquidos y sélidos como puede ser el hormigén antes
de fraguar (forjar) o la pasta de papel. Al incrementar la energia del fluido, se aumenta su
presion, su velocidad o su altura, todas ellas relacionadas segin el principio de Bernoulliﬂ En
general, una bomba se utiliza para incrementar la presiéon de un liquido, anadiendo energia
al sistema hidraulico para mover el fluido de una zona de menor presiéon o altitud a otra de
mayor presion o altitud.

Existen varios tipos de bombas para diferentes aplicaciones. Algunos factores que permiten
escoger un sistema de bombeo adecuado son: presién tltima, presiéon de proceso, velocidad de
bombeo, tipo de gases a bombear (la eficiencia de cada bomba varfa segin el tipo de gas). En
la Figura [5.1] se presenta una clasificacion de bombas segun el tipo de funcionamiento y tipo
de accionamiento.

En particular, las bombas centrifugas son las més usadas en las industrias. Se utilizan para
desplazar liquidos a través de un sistema de tuberias, accionadas principalmente por motores

1El principio de Bernoulli, también denominado ecuacién de Bernoulli o Trinomio de Bernoulli, describe el
comportamiento de un fluido moviéndose a lo largo de una linea de corriente.

67
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- De émbolo
alternativo
- Desplazamiento
positivo
(volumétricas) - Volumétricas
rotativas
(rotoestaticas)

- Tipo de

funcionamiento - Radiales

(centrifugas)
- Rotodinédmicas - Axiales

- Diagonales
(heliocentrifugas)

Clasificacion
de Bombas

- Electrobombas

- Neumaéticas
- Tipo de
accionamiento
- De
accionamiento
hidraulico
- Manuales

Figura 5.1: Clasificacién de bombas con base en su funcionamiento y tipo de accionamiento.

eléctricos y de combustion interna. Estas bombas crean un flujo utilizando la energia cinéticaEI
de un rodete giratorio para generar el movimiento del fluido. La eficacia de una bomba cen-
trifuga depende del rendimiento de este rodete.

En este caso en particular, los datos provienen de una bomba de agua centrifuga que se
utiliza en el lavado de algunos productos corrosivos derivados del proceso en que se manejan
gases acidos, como el acido sulfhidrico, y que se realizan en la planta hidrodesulfuradora de
destilados intermedios (Diesel) de una refineria.

2Energia que surge en el fenémeno del movimiento, definida como el trabajo necesario para acelerar un
cuerpo de una masa dada desde su posicién de equilibrio hasta una velocidad dada.
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Figura 5.2: Ejemplo de dos bombas centrifugas.

5.2.

Inferencia para la funcién de intensidad

El tamano de muestra de los datos para hacer la inferencia es de 35 paros, de los cuales
29 fueron por reparacion y solamente 6 por mantenimiento preventivo (Tabla. En seguida
se presentan algunas graficas descriptivas de estos y se observa que los tiempos entre falla en
general son mayores que los de mantenimiento.

246 1 14
6 1 11

7 1 3
89 1 48
28 1 23

[ N S S Y

30

92
12
22

[ ST S S S

48 1 7 1
§ 1 24 1
13 1 10 1
8§ 2 3 2

—

2 1 7 1
5 1 1 1

1 49 1
3 2 3 2

Tabla 5.1: Datos de riesgos en competencia para una bomba centrifuga (¢;,¢;). La causa 1
corresponde a paro por reparacion y la causa 2 a paro por mantenimiento preventivo.
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Figura 5.3: Histogramas de los tiempos entre fallas, entre mantenimientos y entre paros del

equipo.
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Figura 5.4: Gréficas de caja de los tiempos entre fallas, mantenimientos y entre paros del

equipo.
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Figura 5.5: Gréficas del nimero de fallas, mantenimientos y paros del equipo contra tiempo
de operacién.

Para una mejor comprensién de la forma en que se construyeron las graficas de la Figura
b.5] se presentan las tres primeras coordenadas cartesianas que se graficaron para obtener la
correspondiente al nimero de fallas contra tiempos de operacion

(246, 1), (246 + 14,2) = (260,2), (246 + 14 + 30, 3) = (290, 3),

que no son mas que parejas donde la primera entrada es el tiempo global de falla (Definicién
4.1.1)) y la segunda es el nimero de fallas acumuladas hasta dicho tiempo.

De la Figura [5.5] se observa que a partir de un tiempo alrededor de 200 se tiene un com-
portamiento razonablemente lineal del niimero de fallas contra el tiempo de operacién, lo que
indica que el equipo pudiera tener una tasa de fallas razonablemente constante. Como modelos
para la funcién de intensidad y suponiendo un proceso de Poisson para los tiempos de falla,
se utilizaran los propuestos en y , probandose las hipétesis relevantes en cada caso.
Para este anélisis se trabajard solamente con los tiempos entre falla.

5.2.1.
De (4.8)) se tiene que tal funcién estd dada por

A(t) = exp(Bo + pit),

Funcién de intensidad log lineal

/6)07 61€R7t20
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Se hara estimaciéon méximo verosimil de los pardmetros. Para mejorar la convergencia
del método de optimizacion, se reescalan los tiempos dividiéndolos entre el mayor. Hecho lo
anterior se obtiene:

o~

Bo &~ 2.672209, [ ~ 1.259653.

Perfil relativa Perfil relativa
o o
— — ]
— L] -
—~ —~0O
o o
&S | & 7
= =<
s 53 1
~ ~N
o o 7
T T T T T T T T T T T
15 20 25 30 35 00 05 1.0 1.5 20 25
Bo B

Figura 5.6: Verosimilitudes perfiles relativas para los pardmetros de la funcién de intensidad
log lineal asi como intervalos aproximados de verosimilitud confianza de 95 %.

De la Figura (5.6]) se observa que el valor de 0, aunque poco, es plausible para 1, lo que
implicaria una funcién de intensidad constante. Se procede a probar la hipdtesis H : 51 = 0,
para lo que se utilizaran los estadisticos de razén de verosimilitudes y de Laplace presentadas
en la seccién ambas pruebas llevadas a cabo a un nivel de significancia de 0.05.

Prueba de razén de verosimilitudes

Recordando que, con base en los tiempos entre falla t, el estadistico de prueba es
supg,er L(50,0;t)

L(Bo, Br5t)

v haciendo los cédlculos correspondientes se obtiene

~ ~ n
+5 Y ti—nlog (—
nBy + F1 2 nlog (toﬂ

3.688598.

El p-valor de la prueba es P(D > D) ~ 0.05478565, donde D tiene una distribucién
aproximada ji cuadrada con un grado de libertad. Asi, no se rechaza la hipétesis.

D = —2log

2

Dy

%

Prueba de Laplace

El estadistico de prueba es
- (n =1ty
U= 2
. n—1 ’
"Vo12

el cual bajo H sigue una distribucion aproximada normal estandar. El valor del estadistico de
prueba es Uy = 1.614757. Estableciendo como hipétesis alternativa Hy : 31 > 0, el p-valor de
la prueba es P(U > Up) ~ 0.05318163, de modo que no se rechaza la hipétesis.

Los resultados de las pruebas anteriores no implican un rechazo de la hipédtesis nula, sin

embargo, los p-valores (que son similares) muestran que la evidencia de los datos a favor de
Hy es débil.
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5.2.2. Funcién de intensidad potencia (Weibull)
Con base en (4.13]), la funcién de intensidad de potencia estd dada por
At)=~6t°"t, 4>0,0>0,t>0.

Procediendo de la misma manera que en el caso anterior, los tiempos se escalaron para
obtener estimadores cerrados de maxima verosimilitud para los pardmetros, las cuales estan
dados por

~ 1.789032,

Con base en la estimacién puntual de §, se puediera esperar rechazar las hipétesis Hy :
0 =1 a favor de H; : § > 1. Una prueba formal para lo anterior es la siguiente.

Prueba MIL-HDBK 189

El estadistico de prueba es

el cual, bajo Hp, sigue una distribucién ji cuadrada con 2(n — 1) grados de libertad. Hacien-
do los calculos, el valor del estadistico es Vy ~ 32.41977. Ya que, como se comentd, valores
pequenos de V estan relacionados con valores grandes de B) , se tiene que el p-valor de la prueba
es P(V < Vp) =~ 0.004861697, donde V sigue una distribucién ji cuadrada con 56 grados de
libertad. Asi, con un nivel de significancia de 0.05, se rechaza Hy a favor de Hy, es decir, los
datos muestran evidencia a favor de una funcién de intensidad no constante.

Los resultados obtenidos de las pruebas anteriores para las dos fucniones de intensidad su-
gieren una funcién de intensidad no constante para los tiempos entre fallas. De la Figura [5.5
se observa que el primer tiempo de falla registrado es considerablemente mayor que el resto de
los que se presentaron, lo que puede poner en tela de juicio su autenticidad como tiempo de
falla. Lo anterior se puede justificar de la siguiente manera. En varias empresas suele ocurrir
que cuando se adquiere un nuevo equipo, éste no comienza a operar de inmediato, sino que es
llevado a almacén o inventario y, después de un tiempo determinado, es puesto en operacién.
En estas circunstancias, generalmente se tiene registrada con exactitud la fecha de adquisicion
del equipo pero, y de aqui surge el problema, no se tiene registrada con precision la fecha en la
cual el equipo empieza a trabajar, lo que implica que el primer tiempo de falla registrado puede
no ser el tiempo de falla desde que empezd a funcionar, sino el tiempo que transcurrié desde
que se adquiri6é hasta que se presenta la primera falla.

Asi, con base en lo anterior, se realizé el mismo proceso de inferencia para las funciones de
intensidad propuestas sin considerar el tiempo 246. Los resultados se resumen a continuacién.

En la Figura[5.9]se observa un comportamiento razonablemente lineal del nimero de fallas
contra el tiempo de operacidon, pero a diferencia del de la Figura[5.5] éste comienza en valores
cercanos a cero.

= Funcién de intensidad log lineal

Estimaciones maximo verosimilies: B\o ~ 3.6262377, Bl ~ —0.2031939. Se probard la si-
guiente hipétesis H : (G = 0.
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Figura 5.10: Verosimilitudes perfiles relativas para los parametros de la funcién de intencidad

log lineal asi como intervalos aproximados de verosimilitud confianza de 95% sin el tiempo
246.

Prueba de razén de verosimilitudes
- Valor del estadistico de prueba: Dy ~ 0.1168656.
- p-valor: P(D > Dy) ~ 0.7324592.

Prueba de Laplace

- Valor del estadistico de prueba: Uy =~ —0.6484427.
- p-valor: 2P(U > |Up|) =~ 0.5166987 (considerando la alternativa Hy : (1 # 0).

» Funcion de intensidad Weibull

Estimaciones méaximo verosimilies: § ~ 0.993623, 5 = 34. Se hard una prueba para las
siguientes hipétesis Hy: d =1 vs Hy: 6 # 1.

Prueba MIL-HDBK 189.

- Valor del estadistico de prueba: V = 68.43642.
- p-valor: 2P(V > Vp) = 0.7891609.

Asi, los datos muestran evidencia a favor de una intensidad constate, lo que implicaria un
PPH o mas aun, un proceso de renovacién para los tiempos de falla, lo cual es muy importante
ya que seria razonable suponer independencia e igualdad de distribicién para éstos. De aqui en
adelante, el andlisis se llevara a cabo sin considerar el tiempo de falla 246.

A manera de resumen, en la Tabla se muestran las estimaciones de las funciones de
intensidad obtenidas bajo los modelos log lineal y Weibull.
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Log lineal Weibull

Mt) ~ 375712 A(t) =34

Tabla 5.2: Estimaciones de las funciones de intensidad obtenidas bajo los modelos log lineal y
Weibull sin el tiempo 246.

5.3. Inferencia para modelos de riesgos en competencia

Se hara inferencia utilizando algunos modelos para datos de riesgos en competencia. En
principio, se utilizara el enfoque bivariado (T, C) y después el de tiempos latentes.

5.3.1. Enfoque bivariado

Antes de proponer modelos para este enfoque, se investigard el comportamiento de los datos
en forma marginal. Debido a que, generalmente, las distribuciones de probabilidad utilizadas
para modelar los tiempos de falla son Weibull, lognormal o loglogistica, en las Figuras [5.11
y se presentan los papeles de probabilidad para los tiempos entre falla y mantenimiento
correspondientes a cada una de éstas distribuciones.

Papel de Probabilidad Weibull Papel de Probabilidad lognormal

o 00 0 0
Tiemposentre Falla Tiempos entre Falla

Papel de Probabilidad loglogistica

ssszz3s = %
-

Porcentaje

Tiemposente Falla

Figura 5.11: Papeles de probabilidad para los tiempos entre falla usando las distribuciones
Weibull, lognormal y loglogistica.

De la Figura [5.11] se observa que las distribuciones lognormal y loglogistica modelan ra-
zonablemente bien los tiempos entre falla. Por otro lado, de la Figura [5.12| no se observa
una clara preferencia hacia algin modelo. Asi, se eligié el modelo lognormal para los tiempos
entre falla y, para tener las mismas marginales, también para los tiempos entre mantenimiento.
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Papel de Probabilidad Weibull Papel de Probabilidad lognormal
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Figura 5.12: Papeles de probabilidad para los tiempos entre mantenimiento usando las dis-
tribuciones Weibull, lognormal y loglogistica.

Con base en lo anterior, se propondran como funciones de sub confiabilidad a confiabilidades
lognormales multiplicadas por un peso, lo que dard como resultado una mezcla de lognormales
para la confiabilidad marginal de T', como se muestra en seguida.

Mezcla de lognormales

Empezaremos por recordar la relacion entre variables aleatorias normales y log normales, lo
anterior para hacer la notacién un poco mds compacta. Sea X ~ N (1, ), entonces la variable
aleatoria definida como Y = exp(X) sigue una distribucién lognormal con pardmetros p € R
y o > 0. Es bien sabido que

Fy(y) = P(Y <y)
(I

donde ® es la funciéon de distribucion normal estandar. De lo anterior, la confiabilidad y la
densidad de Y estan dadas, respectivamente, por

Fy(y) = P(Y >y)

:1_(1)[103;(3;)—,u]7y>0’
o

fr(y) = ng;y)
_ y%d) [log(zg—u] >0,

donde ¢ es la funciéon de densidad normal estandar.
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Con la notacién anterior, los modelos para las sub confiabilidades son

log(t) — i
o

FT7c(t,i)7Ti{1q)|: :|}, ﬂiG[O,l], w €R 0, >0,1=1,2, t >0,

con respectivas sub densidades y confiabilidad marginal de T

fT,C(tvi) = ﬂgf) |:log(t) — /‘L1:| , 1= 1723

tO’i ag;
_ log(t) — 1-— log(t) —
FT(t)::l{l—‘I’{og() #1}}4— m{l—@[m}},puesm+ﬂgzl.
o1 o1 too (op)

Asi, haciendo 0 = (71, p1, 01, 2, 02), se tiene que la log verosimilitud es
ni na
10:6) = 3 loglfrc(ti, )] + 3 loglfr.c(tiz 2)]
i=1 i=1

Las estimaciones maximo verosimiles para los pardmetros y las graficas de las verosimili-
tudes perfiles relativas se muestra a continuacion.

6 ~ (0.8235, 2.3858, 1.1014, 1.9552, 1.0140).
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Figura 5.13: Verosimilitudes perfiles relativas e intervalos aproximados de verosimilitud con-
fianza de 95 % para los pardmetros del modelo mezcla de lognormales.

De la Figura [5.13]| se observa que hay una menor incertidumbre en la estimacién de los
pardmetros para F‘T’c(t, 1) que para los pardmetros de F‘T’c(t, 2), lo que se ve reflejado en la
longitud de los intervalos calculados. Lo anterior es debido a la cantidad de datos de cada causa
de paro que se utilizaron en la estimacién. Asi, en la Figura[5.14] se presentan las gréficas para
las funciones de sub confiabilidad estimadas de (T',C) asi como de la marginal T (el tiempo
de paro del equipo) y C (la causa de paro).

5.3.2. Enfoque de tiempos latentes

En este enfoque, ademds de tener como objetivo estimar la distribucién de (7', C), son
de importancia las distribuciones o confiabilidades de los tiempos conceptualizados como la-
tentes (de falla y mantenimiento), que técnicamente no se observan pero es de interés tener
conocimiento de éstos.
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Figura 5.14: Sub confiabilidades para falla, censura y confiabilidad marginal de T

Signos aleatorios

Considerando a T como el tiempo de falla y a T» como el tiempo de censura (manteni-
miento), como se mencioné en la sub seccién m el modelo de signos aleatotios establece
que

Ty =T) —¢, con sgn(e) independiente de T;.

En la Figura[5.15| se muestran las siguientes cantidades empiricas:

= Probabilidad de paro por mantenimiento después del tiempo t: P(Ty < T3 | T > t),
T = min{T},T>}. Observe que

Py <1y, T >t
P(Ty<Ty|T >t) = (I: < Th )

P(T >t)
B P(T>t,C=2)
- P(T>t,C=1)+P(T >t,C=2)
Fro(t,2)

B FT,C(ta 1) + FT,C(taQ).

Las sub confiabiliades requeridas se estimaron en forma empirica utilizando la funcién
“cmprsk”, [27], [28].

= Sub confiabilidades para falla y mantenimiento (censura).
= Sub confiabilidades normalizadas para falla y mantenimiento:

Fre(ti) 5 .

P(C =1)
donde P(C = 1), i = 1,2 se estimaron usando probabilidad clésica (casos a favor entre
total de casos).
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= Sub confiabilidades normalizadas para falla y mantenimiento junto con la estimacion
Kaplan-Meier (subseccién para la confiabilidad de los tiempo entre falla, donde
se consideraron los tiempos entre mantenimientos como censura. Cabe recordar que el
estimador de Kaplan-Meier asume independencia entre falla y censura, lo cual en este
caso, no necesariamente se cumple.

De la Figura [5.15] se observa que, en general, la sub confiabilidad normalizada para falla
es mayor que la correspondiente para mantenimiento, de modo que, con base en el Teorema
[472] el modelo de signos aleatorios puede ser adecuado para los datos.

En un buen plan de mantenimiento, el cual puede ser basado en condicién, las sub confia-
bilidades empiricas normalizadas de falla y mantenimiento deben ser bastante similares, lo que
significa que los mantenimientos, cuando éstos se realizan antes de que falle el equipo, se estan
haciendo muy cercanos a los tiempos en que hubiera fallado, que seria lo ideal (Figura [5].
Con esto en mente, la mayor diferencia entre los valores de las sub confiabilidades empiricas
normalizadas para falla y censura es de 0.3214, la cual pudiera ser significativa e indicar una
diferencia estadistica entre éstas e interpretarse como una posible drea de oportunidad para
mejorar la calidad del mantenimiento al equipo.

De la Figura[5.15]se observa que la confiabilidad marginal de falla usando Kaplan-Meier es
muy similar a la respectiva sub confiabilidad empirica normalizada, hecho que puede deberse
a que se tienen pocos mantenimientos comparados con fallas y la dependencia que pudiera
existir no influye demasiado al momento de la estimacion.

Las sub confiabilidades empiricas normalizadas junto con la estimacién Kaplan-Meier para
falla y censura se muestran en la Figura Observe que la estimacién Kaplan-Meier,
suponiendo al mantenimiento como evento de interés y a la falla como censura, contiene escasa
infomacion para valores mayores a 50. Esto es consecuencia de la gran cantidad de tiempos
censurados (fallas) con respecto al evento de interés (mantenimiento). De nuevo, cabe resaltar

Estimacion de P(T,<Ty, | T>1) Sub confiabilidades
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Figura 5.15: Cantidades estimables con los datos de riesgos en competencia.
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el supuesto de independencia que no necesariamente se tiene.

Con base en el método de maxima verosimilitud, se ajustan dos modelos lognormales: en el
primero se utiliza solamente los tiempos entre falla y en el segundo usando los tiempos entre
falla y censura suponiendo independencia entre estos. Las estimaciones para los parametros se

presentan en la Tabla [5.3]y en la Figura[5.17] se muestran las verosimilitudes perfiles relativas
de los mismos.

Modelo 1 Modelo 2

o~ 2.38581 1 & 2.444498

0~1.10141 6 ~1.091731

Tabla 5.3: Estimaciones de los parametros para los dos modelos lognormal.

Por otro lado, una gréfica de los modelos ajustados se muestra en la Figura [5.18
observandose que, como se esperaba, no existe mucha discrepancia entre las estimaciones, pues
las confiabilidades empiricas son semejantes.
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Figura 5.16: Estimaciones empiricas de confiabilidades.
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Figura 5.17: Verosimilitudes perfiles relativas para los parametros de los dos modelo e intervalos
aproximados de verosimilitud confianza de 95 %.
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Estimacion de confiabilidades marginales utilizando cépulas

Aqui se utiliza el Copula graphic estimator para hacer estimacién semiparamétrica de las
confiabilades marginales. En la aplicacion de este procedimiento se necesita que los tiempos
(entre falla y mantenimiento) sean distintos, de modo que de los datos con que se contaron se
excluyeron los tiempos repetidos. En el caso de tiempos comunes con diferente causa, se les
dio preferencia a los tiempos entre mantenimiento en lugar que a los de falla.

Debido a que el método necesita una funcién de cépula para realizar la estimacién, se
utilizaron las siguientes cépulas [32]:

= Independiente

C(u,v) = uv,

= Gamma

Co(u,v) =u+v-—1+

s Frank

s Gumbel

donde u,v € [0,1] .

En la Figura[5.19]se presenta la relacién que mantienen el pardmetro « de cada cépula con
la medida de asociaciéon 7 de Kendall.

A cada cépula, excepto a la independiente, se le asigné un respectivo valor de « para que la 7
de Kendall tomara un valor de 0.5. En los resultados obtenidos y presentados en la Figura [5.20
se observa que, al parecer, no hay diferencia significativa en las confiabilidades marginales de
falla utilizando Kaplan-Meier y las cépulas, no asi en las estimaciones para la confiabilidad del
mantenimiento, donde la estimacion de Kaplan-Meier difiere considerablemente de las demas,
sobre todo para valores de tiempo mayores que 60, lo cual habla de la sobrestimacién de la
confiabilidad que se obtiene al utilizar Kaplan-Meier cuando el supuesto de independencia no
es adecuado, pues se consideré 7 = 0.5 en la estimacién. Como se esperaba, las estimaciones
utilizando la cépula independiente y Kaplan-Meier coinciden para ambas confiabiliadades.

En la Figura[5.21]se muestran las confiabilidades obtenidas utilizando las diferentes cépulas
y variando el nivel de dependencia. Los resultados para la confiabiliada de falla no presentan
variaciones considerables, lo cual habla de una cierta propiedad de robustez en el tipo de cépu-
la. Por otro lado, la confiabilidad para la censura presenta cambios notables a variaciones de
la dependencia. Esto puede ser consecuencia de los pocos tiempos entre censura que se usaron
en la estimacion.
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Figura 5.20: Estimaciones para las confiabilidades marginales de falla y censura (manteni-

miento) utilizando « tal que 7 = 0.5.
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Estimacion de un modelo lognormal bivariado usando la cépula Gumbel
En esta parte se proponen un modelo lognormal bivariado que se obtiene usando la cépula

Gumbel y marginales lognormales.

La cépula Gumbel estd dada por
Cy(u,v) = exp {— [(—log(u))* + (— log(v))o‘]i} , a>1, u,ve0,1],
de modo que la distribucién conjunta es
Fr, 1, (t1,t2) = P(Ty <t1,T2 < t3)
= Co(Fp, (t1), Fr,(t2)), t1,t2 > 0,
con distribuciones lognormales marginales

log(ta) — pao
g2

log(t1) — p1

:|7,L02€R, oy > 0.
g1

FT1<t1>:(b|: :|7M1€R7 Ul>07 FT2<t2>:(D|:

De lo anterior, la confiabilidad conjunta de (71, 75) es
Fry 1, (tit2) = 1 = Fry(t1) — Fr, (t2) + Co[Pry (t1), Fr, (t2)],
de donde las sub densidades estan dadas por

_ OFr, 1, (t1,t)

fre(t,i) = 9L

b
t1=ta=t

esto es
Frot1) = = 51 = Fry (1) = Fra(t2) + CalFry (), P (2]}

N L(ﬁ _log(t) — ,UJ1- BCa dP’T1 (tl)

t1=to=t

tUl L g1 ] B 8FT1 dtl ti=to=t
1 1 — py ]
_ Lglls®—m] ]y 9Ca >0,
tO’l L g1 ] 8FT1 ti=to=t
1 [log(t) — po] aC,
t,2) = —¢ | =221 |1 — ,t>0.
fr.c(t,2) t02¢ T e

La funcién de log verosimilitud seria

ni 2
Z(Mlv 01, 2,02, C, t) = Z log[fT,C(tila 1)] + Z log[fT,C(ti% 2)}7
i=1 =1

de donde la estimacion de los pardametros es

(fix, G1, iz, G2, @) =~ (2.3845, 1.0771, 2.9373, 1.1468, 2.6710).

Para calcular las verosimilitudes perfiles de las marginales para p;,0;, ¢ = 1,2, se fijé el
pardmetro de dependencia o = 2.6710, lo anterior debido a problemas numéricos. En la Figura
[5.22] se muestran los resultados y se observa que la verosimilitud perfil relativa del pardmetro
de dependecnia « es poco informativa pues, a pesar de que se observa un maximo en la funcién,
lo que implica una estimacién puntual, la cola derecha es lo suficientemente pesada para dar
intervalos de verosimilitud no informativos. Esto puede ser consecuencia del hecho de que los
datos no tienen informaciéon de la dependencia entre los riesgos.

En la Figura se presentan las confiabilidades estimadas para falla utilizando el méto-
do propuesto en [32] y el modelo de signos aleatorios. En general, no se observan grandes
diferencias en la estimacién.
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Figura 5.22: Verosimilitudes relativas perfiles e intervalos aproximados de verosimilitud con-
fianza de 95 % para los pardmetros de .
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Figura 5.23: Confiabilidades marginales para falla usando el método propuesto en [32] con las
cépulas propuestas (7 = 0.5) y utilizando el modelo de signos aleatorios.
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5.4. Conclusiones

El problema de riesgos en competencia se puede presentar en diferentes contextos. En este
trabajo se le abordé desde el campo de confiabilidad, y méas precisamente, en el de mante-
nimiento preventivo en sistemas reparables. Se explicd que el tipo de datos que se obtienen
pueden ser del tipo de riesgos en competencia, para los cuales se necesitan modelos especiales.
Uno de los modelos que se estudiaron fue el de Signos Aleatorios, que puede ser adecuado
para explorar y valorar la calidad del mantenimiento basado en condicién, es decir, la calidad
del monitoreo al equipo. En este caso, como se ha mencionado, un buen plan de monitoreo se
refleja en la similaridad de las sub confiabilidades escaladas o normalizadas. Las sub confia-
bilidades de los datos con los que se trabajé presentan cierta diferencia, lo que evidencia una
posible area de oportunidad para la planificacién del mantenimiento.

Se analizaron los dos enfoques de riesgos en competencia que se presentan en la literatura:
el bivariado y el de tiempos latentes. En lo que respecta al enfoque bivariado, no se presentaron
grandes problemas para la estimacién de los pardmetros en los modelos de sub confiabilidad
lognormales propuestos, ya que los modelos son ad hoc para el proceso de estimacién. Por
otro lado, para el caso de tiempos latentes se presentan problemas en la estimacién del corres-
pondiente parametro de dependencia cuando se trabajé con el modelo lognormal bivariado
utilizando la cépula Gumbel. Este problema se debe a que, en general, los datos no tienen
informacién sobre la dependencia de los tiempos latentes (T3, T5).

El problema de modelar la dependencia de los riesgos se puede atacar utilizando cépulas,
y con ellas el método propuesto en [32] para estimar las confiabilidades marginales sin que
se presente el problema de la no identificabilidad. Adema&s de establecer una cépula para la
estimacién, el método requiere precisar un valor del correspondiente pardmetro de dependecia.
De no contar con informacién adicional a los datos obtenidos, dicho valor puede representar una
seria dificultad ya que, como se ha enfatizado a lo largo del este trabajo, éstos no proporcionan
informacién sobre dependencia.

5.5. Trabajo futuro

Una posible extension a este trabajo, y que surge de manera natural, es la construccién de
intervalos de confianza para las estimaciones de las confiabilidades usando cépulas y el modelo
de signos aleatorios, ya que no se cuenta con una cuantificacién de la incertidumbre.

Como se ha visto, la modelacién y cuantificacion de la dependencia o grado de asociacién
entre los riesgos es muy importante, de modo que es necesario obtener informacién de la depen-
dencia. Una posible fuente de informacion puede ser una persona con bastante conocimiento
y experiencia en el manejo del equipo en cuestion y como consecuencia, otro punto a desarro-
llar se puede enfocar en el problema de la obtencién de informacién sobre la dependencia a
través de esta persona experta. Lo anterior podria llevar, por ejemplo, a una distribucién de
probabilidad para el pardmetro de dependencia y desembocar en un andlisis Bayesiano.

Por otro lado, del modelo de signos aleatorios se puede detectar un alto grado de depen-
dencia al comparar las sub confiabilidades condicionales o normalizadas. Con base en esto,
se podria disenar un estudio de simulacién para “calibrar” la separacién de las curvas y pos-
teriormente, de la observacién de las gréaficas, poder proponer un valor que cuantifique la
dependencia.

Pensando en la estimacién de las marginales usando cépulas, una pregunta interesante es
icomo elegir la(s) copula(s) para hacer la estimacién?. Por ultimo, se puede pensar en disefiar
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una forma de comparar los métodos mediante los cuales se obtuvieron estimaciones de las
confiabilidades marginales para falla.
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